
Formelsammlung Statistik 

Lageparameter und Streumaße: 

Teil 1: Diskrete Merkmalsdarstellung (Einzelwerte) 

Einfaches arithmetisches Mittel: 
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Modus: Häufigster Wert einer Verteilung. 

 

 



Teil 2: Klassierte Merkmalsausprägungen 

Arithmetisches Mittel bei klassierten Merkmalsausprägungen: 
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Modus / Modalwert: 

 Modale Klasse: Klasse mit max. Häufigkeitsdichte 

 Modus / Modalwert: Wert der Klassenmitte der modalen Klasse 

 

Median und Quartile: 

 

 

Regel(n) zur Klassenbildung in der Statistik 
 
Rule of Sturges Erklärung, Anwendungen und Beispiele 

Die Sturges-Regel ist ein Kriterium, das verwendet wird, um die Anzahl von Klassen oder 

Intervallen zu bestimmen, die notwendig sind, um einen Satz von statistischen Daten graphisch 

darzustellen. Diese Regel wurde 1926 vom deutschen Mathematiker Herbert Sturges verkündet. 
 

Sturges schlug eine einfache Methode vor, die 

auf der Anzahl der Samples basiert, die es 

ermöglichen würden, die Anzahl der Klassen und 

ihre Reichweitenamplitude zu finden. Die 

Sturges-Regel wird insbesondere im Bereich der 

Statistik häufig verwendet, insbesondere um 

(Frequenz)Histogramme im Sinne von 

Säulendiagrammen zu erstellen. 
 

Erklärung 
Die Sturges-Regel ist eine empirische Methode, die in der deskriptiven Statistik weit verbreitet ist, um die Anzahl 
von Klassen zu bestimmen, die in einem (Frequenz)Histogramm existieren müssen, um eine Menge von Daten 
zu klassifizieren, die eine Stichprobe oder Population repräsentieren. 
 

Grundsätzlich bestimmt diese Regel die Breite der Säulen der (Häufigkeits-)Histogramme. 



Zur Herbeiführung seiner Regel betrachtete Herbert Sturges ein ideales Frequenzdiagramm, das 

aus k Intervallen besteht, wobei das i-te Intervall eine bestimmte Anzahl von Werten (i = 0, ... k - 

1) enthält. 

Diese Anzahl von Stichproben ergibt sich aus der Anzahl der Möglichkeiten, wie Anzahl von 

Teilmengen einer Menge dargestellt werden kann; das heißt, durch den Binomialkoeffizienten 

ausgedrückt wie folgt: 
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Dann konnte Sturges folgern, dass sich das Frequenzhistogramm einer Normalverteilung annähert, 

wenn die Anzahl der Intervalle (k) gemäß dem zentralen Grenzwertsatz zunimmt; zudem kann die 

Anzahl der Teilmengen jedes der Intervalle berechnet werden: 
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Um den Ausdruck zu vereinfachen, verwendete er die Eigenschaften der Logarithmen in beiden 

Teilen der Gleichung: 
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In diesem Ausdruck: 

- k ist die Anzahl der Klassen   und  - N ist die Gesamtzahl der Beobachtungen in der Stichprobe 
 

Um beispielsweise ein Häufigkeitshistogramm zu erstellen, das eine zufällige Stichprobe der 

Höhe von 142 Kindern darstellt, lautet die Anzahl der Intervalle oder Klassen, die die Verteilung 

haben soll: 

k = 1 + 3,322* log (142) => k = 1 + 3,322* 2,1523 => k = 8.14 ÷ 8 

Somit wird die Verteilung in 8 Intervallen erfolgen. 

Die Anzahl der Intervalle sollte immer durch ganze Zahlen dargestellt werden. In Fällen, in denen der Wert 
dezimal ist, muss eine Annäherung an die nächste ganze Zahl vorgenommen werden. 
 

Beispiel 

Es ist notwendig, ein Histogramm gemäß den gegebenen Daten durchzuführen, die dem Alter entsprechen, das 
in einer Umfrage von Männern erhalten wird, die in einem örtlichen Fitnessstudio trainieren. 

 
Um die Intervalle zu bestimmen, müssen Sie wissen, wie groß die Stichprobe oder die Anzahl der 

Beobachtungen ist. In diesem Fall hat man 30. 

Dann gilt die Sturges-Regel: 

k = 1 + 3,322* log (30)  => k = 1 + 3,322* 1,4771 =>  k = 5,90 => 6 Intervalle. 



Aus der Anzahl der Intervalle können Sie die Klassenbreiten berechnen, die diese haben werden; 

das heißt, die Breite jedes Balkens im Histogramm:  
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k
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Die untere Grenze gilt als der niedrigste Wert der Daten und die obere Grenze ist der höchste 

Wert. Der Unterschied zwischen der oberen und unteren Grenze wird als Bereich der Variablen 

(R) bezeichnet. 

Aus der Übersicht/Tabelle haben wir, dass die obere Grenze 46 und die untere Grenze 13 ist; 

auf diese Weise wird die Breite jeder Klasse sein: 
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Die Intervalle setzen sich aus einer oberen und unteren Grenze zusammen. Um diese Intervalle 

zu bestimmen, beginnen Sie, von der unteren Grenze aus zu zählen und addieren Sie dazu die 

Breite, die durch folgenden Algorithmus bestimmt wird, wie folgt: 

 
Dann wird die absolute Häufigkeit berechnet, um die Anzahl der Männer zu bestimmen, die 

jedem Intervall entsprechen; in diesem Fall ist es: 

   

Auf diese Weise erlaubt die Sturges-Regel, die Anzahl der Klassen oder Intervalle zu bestimmen, in denen eine 

Probe geteilt werden kann, um eine Stichprobe von Daten durch die Erstellung von Tabellen und Graphen 

zusammenzufassen. 
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Grundlegende Überlegungen: Regeln zur Klassenbildung in der Statistik 

Bei der Klassenbildung steht man vor diversen Problemen, die beachtet werden sollten.  

Ein Patentrezept gibt es hierzu nicht, grundsätzlich kann hier relativ willkürlich 

vorgegangen werden. Einige Regeln sollten wir aber – wenn möglich – beachten: 

1. Bilde, wenn möglich, sinnvoll äquidistante Klassenbreiten.  

2. Bilde nicht zu viele (gewünschte Informationsverdichtung wird nicht erreicht) aber 

auch nicht zu wenige Klassen (Struktur der ursprünglichen Daten geht evtl. 

verloren).  

Als Regeln für die Anzahl der Klassen k bei n voneinander verschiedenen 

Beobachtungswerten haben sich hierzu u.a. herausgebildet:  

 
3. Vermeide es, Bereiche, in denen Merkmalsausprägungen gehäuft auftauchen, durch 

eine Klassengrenze zu zerschneiden oder sie am Rand einer Klasse gehäuft 

auftreten zu lassen.  

Hier kann es dann sinnvoll sein, nicht-äquidistante Klassenbreiten zu verwenden; es 

ist aber nicht immer möglich, sich an alle Regeln zu halten und in einigen Fällen (z.B. 

bei der Notenzuordnung) werden die Klassengrenzen auch im Vorhinein festgelegt, 

d.h. die Beobachtungen liegen noch gar nicht vor.  

4. Versuche die Klassen homogen (= gleichmäßig) zu besetzen bzw. gehäufte Bereiche 

in die Klassenmitte zu bringen. 

5. Fasse Bereiche mit sehr wenigen Merkmalsausprägungen zu einer einzigen Klasse 

zusammen. 

6. Vermeide offene Randklassen, d.h. als untere Klasse eine Einteilung „weniger als ...” 

bzw. als obere Randklasse „mehr als ...” zu verwenden. Ist dies nicht möglich, sind 

streng genommen keine Histogramme darstellbar und keine statistischen Maßzahlen 

berechenbar. Hilfsweise kann man für die offenen Klassen  

o die sonst übliche Klassenbreite, 

o die benachbarte Klassenbreite oder 

o einen objektiv sinnvollen Wert 

verwenden.  

Offene Randklassen werden zumeist bei der Einkommensverteilung gebraucht, die 

Angabe einer Einkommenshöchstgrenze ist hier nicht möglich oder aus 

Datenschutzgründen sogar verboten. 

https://www.wiwiweb.de/statistik/haeufigkeit/klassierte/klassenbild.html 

 

https://www.wiwiweb.de/statistik/haeufigkeit/klassierte/klassenbild.html


 

          



  

Ergänzung MW/Streuung 

Mittelwerte und Streuungsmaße bei Einzelwerten, Klassen und stetigen Werten 
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Modus / 

Modalwert Häufigster Wert einer Verteilung. 

Schritt 1: Modale Klasse bestimmen 

 Klasse mit max. Häufigkeitsdichte 

Schritt 2: 

 Wert der Klassenmitte der modalen Klasse 
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Quartile  

Q1 / Q3 

(Basis: Median) 
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Gesetzmäßigkeiten zur linearen Transformation des Erwartungswertes  

und der Varianz diskreter Zufallsvariablen 

 Erwartungswert: 
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Bew. 9: 
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Diskrete Zufallsvariable - Varianz (einer Grundgesamtheit):  

 Zusammenhang zwischen Definition und Berechnung 
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Begriff der Kovarianz / Co-Varianz (einer Grundgesamtheit) 
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Abgewandelte Variablen-Schreibweise (Erwartungswert anstelle von Mittelwert): 
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Verschiebungssatz zur Berechnung: 
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Kovarianz und Varianz im Vergleich: 
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Gini-Koeffizient:  

Berechung der Flächen mit relativen kumulierten Häufigkeiten: 

( )

( )

max

Konzentrationsfläche K

maximale Konzentrationsfläche K

. .

Gini

Gini

GK

Fläche zw Gleichvert und Lorenzkurve
GK

Fläche unter Gleichverteilung

=

=
 

Anmerkung: Als „Konzentrationsfläche“ K  bezeichnet man die Fläche, zwischen der  
Gleichverteilungsdiagonalen und der LORENZ-Kurve:    0  ≤ K ≤ 1/2 . 

max

1 1
:

2 2

2
.

1

Wegen K lautet der normierte Gini Koeffizient
n

n
norm Gini K

n

= − −

= 
−

 

Der Wertebereich des Gini-Koeffizienten liegt zwischen 0 (= Gleichverteilung) und 1 (= voll- 
ständige Konzentration auf einen Merkmalsträger). 

 

( )

. . 0
0

0,5 0,5

nahezu Gleichverteilung

. . 0,5
1

0,5 0,5

0;0,3

Fläche zw Gleichvert und Lorenzkurve
GK

Fläche zw Gleichvert und Lorenzkurve
GK

vollständige Konzentration

keine Konzentration GK

mäßige Konzentration

→ 
= = → 



→

→ 
= = → 



→

 

 

 

0,3;0,7

0,7;1

GK

vollständige Konzentration GK

 

 

 

 
Erläuterung zur Berechnung des Gini-Koeffizienten 

Fläche unter der Gleichverteilungsgeraden: 
1 1 1

1 1
2 2 2

A g h =   =   =  

Fläche unterhalb der Lorenzkurve: Dreiecke  
1

2
DreieckA g h=    

und Trapeze  ( )1

1

2
Trapez i i iA h h x+=  +   



  

Berechnung des Gini-Koeffizienten 

Maximale Konzentrationsfläche => Fläche unterhalb der Gleichverteilungsgerade 

1 1 1
1 1

2 2 2
A g h =   =   =     Lorenzkurve : 

Fläche unterhalb der Lorenzkurve:  

1

1 1
0,5 0,025 0,00625

2 2
A g h=   →   =  

( ) ( )2 1 2

1 1
0,025 0,5 0,4 0,105

2 2
A h h g=  +  →  +  =  

( ) ( )3 1 2

1 1
0,5 0,77 0,09 0,05715

2 2
A h h g=  +  →  +  =  

( ) ( )4 1 2

1 1
0,77 1 0,01 0,00885

2 2
A h h g=  +  →  +  =  

Fläche unterhalb der Lorenzkurve:   

A1+A2+A3+A4 = 0,17725 

 

Fläche zwischen Gleichverteilung und Lorenzkurve:    

0,5 - 0,17725 = 0,32275 

. .

0,5 0,17725 0,32275
0,6455

0,5 0,5

Fläche zw Gleichvert und Lorenzkurve
GK

Fläche unter Gleichverteilung

GK

=

−
= = =

 

 

Auswertung: 

 

( )  

 

0;0,3

0,3;0,7

0,7;1

keine Konzentration GK

mäßige Konzentration GK

vollständige Konzentration GK

 

 

 

 

 

Grundlage: Verteilungstabelle 

 
 



Lorenzkurve (fehlerhaft):       Verletzung des Ordnungsprinzips: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Sonderformen: 

              
 

 

 

  

( )

:

" "

:

.

Ordnen der Werte gemäß Differenzenquotient

von klein nach groß

Werte

y
durchschn Steigung Sekantensteigung

x

→


= 



 



  

 

 

Preisindizes 

nach Laspeyres: 
1 0 1 0 0

0 0 0 0 0

i i i i i
P

i i i i i

p q p p q
L mit i N

p q p p q

 
= =  

 




 
 

nach Paasche: 

 
1 1 1 0 1

0 1 0 0 1

i i i i i
P

i i i i i

p q p p q
P mit i N

p q p p q

 
= =  

 




 
 

nach Fisher:  .P P PF L P geometr Mittel=   

 

Anmerkung: Geometrisches Mittel / Geometrischer Mittelwert 

 Mittelwert aus einer Produktfolge 

 

1 2

1

Geometr. Mittel: Mittelwert einer Produktfolge

... 1
100

Effektive Verzinsung einer tesaurierenden 

(Zinsen werden kapitalisiert, d.h. dem Kapital hinzugerechnet) Anlage 

=> Eff

n
inn

MW i n i

i

p
g q q q q mit q

=

= =    = +

( )

1 2

1

ektive Verzinsung bei Zinseszinseffekt

1 ... 1 1

1 100 100

n

nn
eff i n MW

i

eff MW eff

i q q q q g

p g i

=

= − =    − = −

= −  = 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Indizierung mit neuem Basisjahr 

_ ;

_ ;

_ ; _

Basisjahr alt Zieljahr

Basisjahr neu Zieljahr

Basisjahr alt Basisjahr neu

I
I

I
=

 

Beispiel: Index von 2000 auf der Basis von 2005 soll auf die Basis 2010 

umgerechnet werden. 

2005; 2000

2010; 2000

2005; 2010

I
I

I
=

 

Verkettung 

_ ; _

_ ; _ ;

_ ; _

Basisjahr neu Basisjahr alt

Basisjahr alt Zieljahr Basisjahr neu Zieljahr

Basisjahr neu Basisjahr neu

I
I I

I
= 

 

 

Beispiel: Indexwert von 2013 auf der Basis von 2010 soll auf die Basis 2005 

umgerechnet werden. 

2010; 2005

2005; 2013 2010; 2013

2010; 2010

I
I I

I
= 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

Lineare Regression und Korrelation 

Anwendung der partiellen Differentiation in der Statistik: Regressionsgerade 

Gesucht:  Eine Gerade, die zu allen Punkten den kleinsten Abstand hat; 
d.h. die Differenzen ei müssen insgesamt möglichst klein sein 
(Optimierungsproblem) 

 

Ansatz: ( )
2

1

min.
n

i

i

e
=

→  

 

( )

( )

 

( ) ( )

0 1

0 1

22

1

:

:

sind die Punkte des Streudiagramms

:

sind die Punkte auf der Geraden

daraus folgt: i i

i

i i

i i

y y

i

n

i

i

i i

i

i

i

Gesucht ist Gerade y b b x

Es gilt

x y

ebenso gilt

x y

b b

Seitenlänge des Quadrats

y

und y y

e

x

y

y

y



= =

= +

⎯⎯⎯→ = +

 = −

→ = −

=

 ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

0 1

1 1

2 2 2 2

1 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1

1

2 2 2 2

1 0 0 1 0 0 1 1

1

2 2 2

1 0 0 1 0 0 1 1

1 1 1 1 1

;

; 2 2 2

; 2 2 1 2

n n

i i

i

n

i i i i i i i i i i

i

n

i i i i i i

i

n n n n n

i i i i i i

i i i i i

y b b x

E b b y y b y b x y b b b b x y b x b b x b x

E b b y y b y b x b b b x b x

E b b y b y b x y b b b x b x

=

=

=

= = = = =

= − −

= − − − + + − + +

= − − + + +

= − − + + +
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2

1

2 2 2 2

1 0 0 1 0 0 1 1

1 1 1 1 1

1 0 2

0 1

1 1 11

1 0

0 1

1 10

; 2 2 2

;
2 2 2 0

;
2 2 2 0

n

i

n n n n n

i i i i i i

i i i i i

n n n

i i i i

i i i

n n

i i

i i

E b b y b y b x y nb b b x b x

E b b
x y b x b x

b

E b b
y nb b x

b

=
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2

0 1

1 1 1

0 1

1 1
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0

1

Lösung der Gleichungen der partiellen Ableitungen:

I 2 2 2 0

II 2 2 2 0

Es gilt:

arithmetisches Mittel
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I 2 2

n n n

i i i i

i i i

n n

i i
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i i

i i
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i i
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x y b x b x

y nb b x

x n x und y n y

eingesetzt

x y b n x
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=
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2
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1

: 2
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II 2 2 2 0 0

I 2 2 2 0

I 0

n

i

i

n

n n
eingesetzt in
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b
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→
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1 2 2
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1
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Lineare Regression und Korrelation 

Ansatz: 0 1y b b x= +  
1 1

1 1n n

x i y i

i i

x y
n n

 
= =

= =   
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( )
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2

2

1

1 1
1 1

2 2 2 2
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i i x y i i x yn
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n n

x n
i x i x

i i
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x y n x y
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x n x
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Kov X Y
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V X

   



 







= =



= =

−   − 

= = =

−  −
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Korrelation nach Brevais-Pearson: 

( ) ( )

( ) ( )
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1
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2 2 2 2

11 11
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1 1
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i
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Rangkorrelation nach Spearman 

( )

( )

2

1

2

6

1
1

n

i

i
S

d

r
n n

== −
−


 

 

 

 

 

 

 

 

1;1 möglicher Wertebereich

1; 0,7 sehr starke negative Korrelation

0,7 ; 0,3 starke negative Korrelation

0,3 ; 0,3 keine Korrelation (Punktwolke)

0,3 ; 0,7 starke positive Korrelation

0,7 ;1 sehr stark

r

r

r

r

r

r

= −

= − −

= − −

= −

=

= e positive Korrelation

 

 



Korrelation nach Brevais-Pearson – Herleitung: 
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1 1
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Rangkorrelation nach Spearman – Herleitung: 

Ausgangspunkt: Korrelation nach Brevais-Pearson 

Problem:  Die Merkmale sind nicht metrisch skaliert sondern ordinal skaliert 

Lösungsansatz:  

Umordnung der Merkmale in „metrische-skalierte“ Ränge als Alternativmerkmale, damit die 

ordinale Skalierungsidee erhalten bleibt und gleichzeitig eine analytische Betrachtung und 

Verrechnung im Sinne einer statistischen Merkmalsauswertung (MW- und Varianzberechnung) 

ermöglicht werden. 
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2 2
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1 1 1 1
x 1 2 3 ... x 1 2 3 ..
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2 2 2

:

1 1 2 1

Für Zähler folgt:

x y i x y i
2 6
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Stochastik 

Informationen zu Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung 

Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariablen X mit  1 2, ,..., nX x x x= : 

( ) ( )
1

n

i i

i

E X x P X x
=

= =  =  

 
Varianz einer diskreten Zufallsvariablen: 

( ) ( ) ( ) ( )
22 2 2

1 1

n n

i i i i

i i

V X x P X x x P X x  
= =

= = −  = =  = −   

 
Standardabweichung einer diskreten Zufallsvariablen: 

( ) ( )S X V X = =  

 
 

Pfadregeln 
Vierfeldertafel + Baumdiagramm 
 
 
Stochastische Unabhängigkeit: 

( ) ( ) ( ),  sind stochastisch unabhängig  A B P A B P A P B  =   

 
 
Bedingte Wahrscheinlichkeit:  

( )
( )

( )
B

P A B
P A

P B


=  W’keit für A unter der Bedingung B (B ist bereits eingetreten) 

 
 
Totale Wahrscheinlichkeit:    Satz von Bayes: 

( ) ( ) ( )
1

i

k

A i

i

P B P B P A
=

 =     ( )
( ) ( )

( ) ( )
1

j

i

A j

B j k

A i

i

P B P A
P A

P B P A
=


=

  
 

 

 

 

 

 

 



  

Verteilungsfunktionen mit diskreten und stetigen Zufallsvariablen 

Diskret: 

Hypergeometrische Verteilung – Ziehen ohne Zurücklegen – ist abhängig von drei Parametern: 

 N Anzahl der Elemente der Grundgesamtheit 

 M Anzahl der Elemente mit einer bestimmten Eigenschaft aus dieser Grundmenge 

 n Anzahl der Elemente der Stichprobe  

 k Anzahl der Elemente mit der der bestimmten Eigenschaft aus der Stichprobe 
   

Wahrscheinlichkeitsfunktion: ( )
0

M N M

mit k n und M Nk n k
H X k

N und n N und k M

n

−  
  

  −  = =
  

 
 

 

Verteilungsfunktion:  ( )
2

1

1 2

k

X k

M N M

X n X
H k X k

N

n

=

−  
  

−    =
 
 
 

  

Erwartungswert:  ( ) ( )
0

n

HV

k

M
X k H X k n

N


=

=  = =   

 

Varianz: ( ) ( )2 2 2

0

1
1

n

HV HV

k

M M N n
X k H X k n

N N N
 

=

− 
=  = − =   −  

− 
  

 

 

 

 
Binomialverteilung – Bernoulliexperiment/Bernoullikette (Ziehen mit Zurücklegen): 

Wahrscheinlichkeitsfunktion: ( ) ( ); 1
n kk

n p

n
B X k p p mit k n

k

− 
= =  −  

 
 

Verteilungsfunktion:  ( ) ( )
2

1

; 1 2 1
k

n XX

n p

X k

n
B k X k p p

X

−

=

 
  =  − 

 
  

Erwartungswert:  ( ) ( );

0

n

BV n p

k

X k B X k n p
=

=  = =   

Varianz: ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

;

0

1 1
n

BV n p BV

k

X k B X k n p p p  
=

=  = − =   − =  −  

 
 
 



 

Poissonverteilung – Anwendung bei   n groß und p  0,05 :   

Wahrscheinlichkeitsfunktion:  ( )
!

k

P X k e mit n p
k


−= = =   

 

Verteilungsfunktion:  ( )
2

1

1 2
!

k X

X k

P k X k e mit n p
X


−

=

  = =   

Erwartungswert:  ( ) ( )
0

n

PV

k

X k P X k 
=

=  = =  

Varianz:   ( ) ( )2 2 2

0

n

PV PV

k

X k P X k  
=

=  = − =  

    
 

 

 



  

 



 
 

 

 

 

 

 



  

Erwartungswert der Binomialverteilung 

 

Behauptung: 

 

( )

( ) ( ) ( )

.

;

0 0

Def

BV

n nP BV

n p

k k

X n p

mit E X k P X k k B X k



=

= =

= 

=  = =  = 
 

 

Herleitung und Beweis: 

 

Fall 1: n = 1 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 00 1

1;

0 1

1 1
1 1 1

0 1

: 0 1 1

p

k Anzahl Treffer

B X k p p p p p p

Erwartungswert E X p p p

   
= − = − − =   

   

=  − +  =

 

 

 

Fall 2: n = 2 

 

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

2 1 00 1 2

2;

2 2

2 2 2 2

0 1 2

2 2 2
1 1 1
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2 11

:

0 1 1 2 1 2 0 2 2 2 2

p

k Anzahl Treffer

p p p p p p
B X k

p p pp

Erwartungswert

E X p p p p p p p p

     
− − −     

=      

= − == −

=  − +  − +  = + − + =

 

 

 

Fall 3: n = 3 
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3 2 1 00 1 2 3

3;

3 2 2 3

3 2 2 3

2 2 3 3

3 3 32 2

0 1 2 3

3 3 3 3
1 1 1 1

0 1 2 3

3 11 3 1

:

0 1 1 3 1 2 3 1 3

3 1

6 6

6 3

6

6

33 3

2

p

k Anzahl Treffer

p p p p p p p p
B X k

p p pp p p

Erwartungswert

E X p p p p p p

E X

p

p

p p

p p p p p

E X p pp

       
− − − −       

=        
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=
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− +
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+ + −
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Verallgemeinerung für n  
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Varianz der Binomialverteilung 

 Spezifische Formel der Varianz in der Binomialverteilung 

Behauptung: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

. .
2

2

0

2 Re 2 2

; ;. 1
0 0

1
Def Def

BV BV

n

k

n nP BV
chenformel

n p n pvgl Anmerkung
k k

X n p und X n p p

mit V X k P X k

V X k B X k k B X k

 



 

=

=

= =

=  =   −

= −  =

→ = −  = ⎯⎯⎯⎯⎯→  = −



 

 

 

Anmerkung:  Dieser Sachverhalt wurde bereits für die allgemeine Ermittlung der Varianz bewiesen und  

darf daher hier vorausgesetzt werden. 

 

Herleitung und Beweis: 

Fall 1: n = 1 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
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1 00 1
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1 1
1 1

0 1
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: 1 1
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p
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Fall 2: n = 2 
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V X
Varianz

V X p p p p p p

p p pp

p p p p

p

p



     
− − −     

=      

= ==

=

=  +  +  −

= − + − =

−

−

=

−

−

−  

Fall 3: n = 3 
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Verallgemeinerung für n  
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Anmerkung Schritt 1: 
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Anmerkung zu beiden Summanden:   
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Stetig: 

Reelle Zufallsvariable mit Dichtefunktion 

Eine Funktion f(x) heißt Wahrscheinlichkeitsdichte (Dichtefunktion) genau dann, wenn gilt: 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 2 1f x x und f x dx



−

   =  

Ist X eine stetige Zufallsgröße mit der Dichtefunktion f(x), so heißt die reelle Zahl 

(i) ( ) ( )X x f x dx


−

=   der Erwartungswert der Zufallsgröße X. 

(ii) ( ) ( ) ( )
22 X x f x dx 



−

= −   die Varianz der Zufallsgröße X. 

 

Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung - (Standard)Normalverteilung:  

 

Wahrscheinlichkeitsdichte / Gauß-Glockenfunktion 

( ) ( )

2 21

02 2
; 0;11

1 1

2 2

z z

mit

und
z e x e




  

 
  

− 
−  −  = 

=
= ⎯⎯⎯⎯→ =

 

 
 
 

Umwandlung in die standardisierte ZV:   

 

( ) ;

k k
P X k und z 

 

 

− − 
 =  = 

 
 

=>  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1z z und z z z − = −  − − =  −  

 
 
 
 
Approximation der Binomialverteilung durch die Normalverteilung für n groß 
 
Problem: n groß => hoher Bedarf an Arbeitsspeicher für techn. Geräte 
  Klassierte / stetige Merkmale 
Lösung:  Generelle Verteilung zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit  

mit geringerem technischen Aufwand für stetige und diskrete Merkmale  
 
Ausgangssituation Binomialverteilung – Bernoulliexp./Bernoullikette (Ziehen mit Zurücklegen): 

( ) ( ); 1 : 100 0,5
n kk

n p

n
B X k p p mit k n hier n und p

k

− 
= =  −  = = 

 
 



  

Erwartungswert:   n p =    Varianz:   ( ) ( )2 1 1n p p p =   − =  −  

 

 
 
Link zur Geogebra-Datei 
 
 
 
 
 
Aus der Graphik sind folgende Eigenschaften abzuleiten: 

(1) Der Mittelwert/Erwartungswert ist der am häufigsten vertretene Wert mit der größten 

Wahrscheinlichkeit 

Erwartungswert:   100 0,5 50n p =  → =  =  

( ) 50 100

100;0,5

100 100
50 0,5 0,5 0,5 0,0796

50 50

nB X
   

= =  = =   
   

 

(2) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung bzw. der Graph ist symmetrisch zum Mittel-

/Erwartungswert  

=> Achsensymmetrie, wenn man die y-Achse auf dem Mittel-/Erwartungswert 
positionieren würde 

 
(3) Die Häufigkeit bzw. Wahrscheinlichkeit eines Wertes ist um so kleiner, je weiter der Wert 

vom Mittelwert abweicht 

 
 



Ziel: Rekonstruktion einer Verteilungsfunktion, die diese Eigenschaften besitzt. 

 Gauß’sche Glockenkurve  ( )
2

, 0k xf x c e mit c k− =    

 
 
Kurvenuntersuchung mit dem Ziel der Bestimmung des Parameterwertes k, so dass die 
Verteilung entsprechend einfache Werte annimmt: 
 
A)  Gauß’sche Glockenkurve hat keine Nullstellen 

 ( )
2

, 0k xf x c e mit c k− =    

 
B)  Maximum auf der y-Achse:  
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C)  Wendepunkte: 
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D) Fläche unter der Gauß’schen Glockenkurve: 
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2
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!

1

1
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k x
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f x dx c e dx
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Daraus resultiert für die Gauß’sche Glockenkurve folgender Term: 

( )
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Weiterhin soll gelten: 

Erwartungswert:   ( ) 0X =   

Varianz & Standardabweichung:   ( ) ( )2 1 1X X = → =  

 
 
 

Herleitung der Transformation der Zufallsvariablen: 
WP => Varianz & Standardabweichung:   
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Verschiebung des Maximums an die Stelle ( ) 0X =  erreicht man durch die 

Transformation: 
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Bestimmung der Formvariablen c: 

Ausgangspunkt: Fläche unter der Gauß’schen Glockenkurve: 
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Stetig: 
 

Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung - (Standard)Normalverteilung:  

Wahrscheinlichkeitsdichte / Gauß-Glockenfunktion: 
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Umwandlung in die standardisierte ZV:  
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Tabelle zur Normalverteilung:   ( ) ( ) ( ): 0,... 1Lesen derTabelle z und z z =  − = −  

 

 
Beispiele: 
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Einfaches Sigma-Intervall: 
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Zweifaches Sigma-Intervall: 
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Dreifaches Sigma-Intervall: 
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90%, 95% und 99%-Intervalle   => Grenzen 

 

 

 

Sigma-Intervall für 90%-Umgebung:  1,64 : 0,95

Sigma-Intervall für 95%-Umgebung:  1,96 : 0,975

Sigma-Intervall für 99%-Umgebung:  2,58 : 0,995
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Sigma-Regeln: 

Für eine binomialverteilte Zufallsgröße/-variable X mit den Parametern n und p,  

dem Erwartungswert ( )X n p =    

und der Standardabweichung ( ) ( )1X n p p =   −   mit der Bedingung ( ) 3X    

erhält man folgende Näherungen: 
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Bezogen auf die Standardnormalverteilung: 

 

 

 

Sigma-Intervall für 95%-Umgebung:  1,96 : 0,975

Sigma-Intervall für 90%-Umgebung:  1,64 : 0,95

Sigma-Intervall für 99%-Umgebung:  2,58 : 0,995
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n = 100;   p = 

0,5 

 

 

 



Vertrauensintervall zur Ermittlung von p-Intervallen: Konfidenzintervall 

Situation: Würfelexperiment 

Bei einem Würfelexperiment von 100 Würfen erzielt man 30 Einsen. 

Handelt es sich um einen gezinkten Würfel? 

Welche Erfolgswahrscheinlichkeiten sind mit dem Stichprobenergebnis von 0,3
X

h
n
= =  

unter einer vorgegebenen Sicherheitswahrscheinlichkeit von z.B. 95,4 % vereinbar? 

 Gesucht ist Intervall für p 

Berechnung: 

X = Anzahl der gewürfelten Einsen =>  ( )
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1
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Lösung Beispielsituation: 
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Auswertung & Ergebnis: 

Liegt ( )
1

1
6

P X = =  im p-Intervall? => ( )  
1

1 0,2175 ; 0,3978
6

P X = =   

(1) Der Würfel ist mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95,4 % gezinkt. 

(2) Die mit der Stichprobe gültigen/verträglichen Erfolgswahrscheinlichkeiten müssen im  

Intervall für p liegen.  

 



  

 

Herleitung allgemein: 
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Option 1: Quadrieren des Ausdrucks und direkte Ermittlung des Intervalls per CAS 
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Option 2: Direkte Ermittlung der Abweichungswerte => Intervallbildung 
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Allgemeine Ansätze: 

Konfidenzintervall: ( ) ( ) ( )
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Mindestumfang einer Stichprobe auf Basis einer gewünschten Sicherheitswahrscheinlichkeit  

 Bei (un-)bekannter Wahrscheinlichkeit p 

(entsprechend den Intervallen/Regeln − ) 

Allgemeine Fragestellung: 

Wie groß muss der Stichprobenumfang n mindestens sein, damit mit vorgegebener Sicherheits- 

wahrscheinlichkeit (-Intervalle) die relative Häufigkeit X
h

n
=  in der -Umgebung d von p liegt? 

Konkrete Fragestellung am Beispiel: 

Wie groß muss der Stichprobenumfang gewählt werden, um ein Konfidenzintervall für den 

unbekannten Anteil p eines Zufallsexperiments zum Konfidenzniveau von z.B. 95 % und 

einem Schätzfehler von 0,05 zu bestimmen? 

 

Wenn der Stichprobenumfang auf jeden Fall so groß gewählt wird, dass 

die Approximationsbedingung für eine Normalverteilung erfüllt ist (Faustregel: n > 30), kann man 

entsprechend den -Regeln und der NV den Wert für z aus der NV-Tabelle [N-0,1-

Verteilung] ablesen. 

 

Es wird deshalb der für die Festsetzung des Stichprobenumfanges ungünstigste Fall von p 

gewählt; dieser liegt bei p=0,5 (vgl. Herleitung  NR) 

 

Man befindet sich damit hinsichtlich des Stichprobenumfanges immer auf der "sicheren" Seite, 

denn für jeden anderen Wert von p würde sich ein kleinerer Stichprobenumfang ergeben. 
Bestimmung des Stichprobenumfangs – MM*Stat (hu-berlin.de) 
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https://wikis.hu-berlin.de/mmstat/Konfidenzniveau
https://wikis.hu-berlin.de/mmstat/Sch%C3%A4tzfehler
https://wikis.hu-berlin.de/mmstat/Stichprobenumfang
https://wikis.hu-berlin.de/mmstat/Approximation
https://wikis.hu-berlin.de/mmstat/Normalverteilung
https://wikis.hu-berlin.de/mmstat/Stichprobenumfang
https://wikis.hu-berlin.de/mmstat/Stichprobenumfang
https://wikis.hu-berlin.de/mmstat/Stichprobenumfang
https://wikis.hu-berlin.de/mmstat/Bestimmung_des_Stichprobenumfangs


  

Herleitung allgemein: 
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 Mindestumfang einer Stichprobe: 

 

Allgemeiner Ansatz: 
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Zeitreihenanalyse - Tertiale 

 

 



  

Zeitreihenanalyse - Quartale 

 

           

 


