Extrema unter Nebenbedingungen
Fall 1: Maximierung des Produktionsergebnisses unter Beachtung der Kostenvorgabe bzw. des Budgets
Fall 2: Minimierung der Kosten unter Beachtung der Vorgabe des Produktionsergebnisses
= Frage nach dem Mitteleinsatz der Produktionsfaktoren zur Optimierung
Produktionsfaktoren: Arbeit(skraft/szeit) Kapital (Maschinen) Boden

Cobb-Douglas-Produktionsfunktion

Cobb-Douglas

Produktionsfunktion: T (A, K) =k-A”.K” = k-A*.K¥

A=Arbeitszeit K=Maschinenlaufzeit

Extremum unter NB:

Fragestellung:
Maximierung des Produktionsergebnisses unter Beachtung der Kostenvorgabe bzw. des Budgets

Beispiel: 1 h Arbeitszeit kostet 20 GE 1 h Maschinenlaufzeit kostet 30 GE
Budget: 10.000 GE

= (Neben)Bedingung:  10.000 > 20A+30K

= Im Optimalfall wird das Budget vollkommen verwendet:
Auflosen der NB nach ,,NB = 0“

10.000 = 20A+30K —20A30K + 10000-20A-30K =0
oder
10.000 = 20A+30K —=2%% . 20A+30K —10000=0

= Zielfunktion: Funktion deren Optimum ermittelt werden soll => hier Produktionsfunktion
Losung des Optimierungsproblems erfolgt mittels Lagrange-Ansatz
L(A,K,ﬂ,) = "ZF"+A-"NB=0"
L(A,K,ﬂ,) = f(A,K)+/1-"NB:O"
L(A,K,ﬂ,) k-A% - K" +1-"10.000— 20A—-30K"

Beispiel; L(A, K,i) = 5'AOY3 . l‘(oY7 +ﬂ.(10000_20A_30K)
Graphische Losung: (150/245) ???
Bild 1: 2-D-Graphik

Bild 2: 3-D-Graphik
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Analytische Losung mittels Lagrange:
L(AK,2) = 5-A*.K® +1-(10.000—20A-30K)
L(AK,2) = 5-A".K®"+10.0001—-201A-30AK
Partielle Ableitungen nach A und K und auflésen nach A:

L(AK,2) = 5-A%.K% +2.(10.000—20A-30K)
L(AK,2) = 5-A%.K% +10.0001-201A-302K

L.(AK, A1) = 15-A°.K*"-201=0

0,7 0,7 0,7
L,(AK,A) = 1,5-};0,7—201:0 o 1,5-'20]7:20/1 B %-iwzz
L(AK,A) = 35-A".K*-301=0

0,3 0,3 0,3
L(AK,Z) = 3,5-?0’3—30/&0 — 3,5-?03:30/1 —2 z’—g-éoszﬂ

Gleichsetzen der nach A aufgelosten Terme zur Ermittlung des Austauschverhaltnisses:
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o or =4 und e =
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Austauschverhéltnis: — K= Y A
Einsetzen des Austauschverhiltnisses in die Budget-/Nebenbedingung:

Einsetzen in die Budgetbedingung:

k=14 A 14 200
10.000=20A+30K —2— 10.000=20A+30-§-A - 10.000=TA — A=150

K:E-A AS150 K:E.150:@z233,33
9 9 3
Y 30 irzen mit 3 20.3 14 60 140 200
NR: 20A+30.22.A — A+10-— A = —A+—A = —A
9 1-3 3 3 3 3

Berechnung des optimalen Produktionsergebnisses:

0,7
f (A, K) — 5 A0,3 . K0,7 Produktionsvolumen N f (150’ L;)Oj — 5.1500,3 . (L\:)Oj :1021’ 84




Erlduterung zum Lagrange-Multiplikator A:

Berechnung des Multiplikators im Optimum:

. 700"’
2215 KYLS (KT L5 3 | 0018
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0,3

0,3 0,3
oder ﬂ:E.Am:s’S.(Aj = 3’_5 @ = 0,102184
30 K™ 30 30 | 700
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Okonomisch Bedeutung:

Wird das Budget um A b Einheiten verdndert (erh6ht oder verringert), dann dndert sich das
Produktionsergebnis um A*A b Einheiten.

Beispiel:

Budget erhoht sich um 200 GE => Produktionsergebnis erhoht sich um 200 * 0,1022 = 20,44

Nachweis durch Berechnung des neuen Produktionsergebnisses bei erh6htem Budget:

Einsetzen in die Budgetbedingung:

k=%.a

10.200=20A+30K ——2— 10.200=20A+30- 200

%-A - 10.200=TA — A=153

- K:E-A — A58, K=%-153=238

Neues Pr oduktionsergebnis :
f (A K) = 5. A0:3 . K0’7 Produktionsvolumen

> £, (153,238) = 5-153°%.238% =1.042,27
Af = fneu_falt = 1.042,27-1.021,84 = 20,43



