Weitere Ubungen mit Lésungen

Vertrauens-/Konfidenzintervall fiir p

Allgemeine Ansatze:

Konfidenzintervall: in'pizg' n-p-(l—p) — (n-p—X)Z:zaz-n-p-(l—p)

2 2

—> p=psi2%- zpsiz

Konfidenzintervall (Abschdtzung):

Aufgaben

1 Bestimmen Sie das 95% Vertravensintervall fiir eine Stichprobe vom Umfang n und demn
Stichprobenergebnis r

a) n=500, r =125 b) n = 1000, r = 250 c) n=2000 r =500

d) n ~ 1000, r = 500 e) n =1000, r = 750 f) n =1000,r =200

2 Bestimmen Sie das B-Vertrauensintervall fiir eine Stichprobe vom Umfang n = 1000 und das
Stichprobenergebnis r = 430,
a) B=90% h) B =95% ¢) B~99%

3 Von 1030 zufallig befragten Personen im Alter von 18 bis 21 |ahren gaben 657 an, Raucher zL
sein, Bestimmen Sie das 99 %-Vertrauensintervall fiir den unbekannten Anteil der Raucher In die-
ser Altersgruppe.

4 Von 195 Patienten eines Krankenhauses, die wahrend einer Operation in Vollnarkose 25mg
Metoclopramid erhielten, wurden 39 kurzzeitig hypoton. Dr. Steinhart, der in einem anderen
Krankenhaus arbeitet, meint dazu: Hypotonien nach Metoclopramid kommen bei mindestens ei-
nem Drittel aller Patienten vor.” Was meinen Sie dazu?

5 In einer Gemeinde hatte eine Partei in der Vergangenheit einen Stimmenanteil von 30%,.
Bei der letzten Umfrage haben sich allerdings nur 48 von 180 befragten Personen fiir diese
Partei ausgesprochen. Spricht das fiir eine Anderung des Stimmenanteils?

6 Auf einer Insel werden 75 Hasen markiert, Nach wenigen Tagen werden 52 Hasen beobach-
tet, von denen 16 markiert sind.

Schatzen Sie mithilfe des 95%-Vertrauensintervalls fiir den Anteil der markierten Hasen auf der
Insel, wie viele Hasen etwa auf der Insel feben

7 Wahr oder falsch? Begriinden Sie.

a) |e kleiner der Umfang einer Stichprobe ist, desto grafler wird das Vertrauensintervall fr eine
unbekannte Wahrscheinlichkeit.

b) Wenn man zu einer beobachteten relativen Haufigkeit das Vertrauensintervall bestimmt, so
welR man, dass auch die zugehirige unbekannte Wahrscheinlichkeit eine Zahl aus diesemn Inter-
vall ist.

¢) Das 90%-Vertrauensintervall ist bei derseiben Stichprobe kleiner als das 95 %-Vertrauensinter-
vall.

d) Je hisher das Vertrauensniveau, umso weniger genau kennt man die unbekannte Wahrschein-
lichkeit.

e) Wenn man den Stichprobenumfang verdoppelt, wird das Vertrauensintesvall halb so grof.




Bitte hier sowohl die exakte als auch die abgeschatzte Losung berechnen und vergleichen:

1 Bei der Qualitatskontrolle eines Massenartikels waren von 200 Gberpruften Teilen zwilt
defekt. Bestimmen Sie das 70%- und das 85%-Vertrauensintervall fiir die unbekannte Ausschuss

quote,

2 Von 1000 zufillig ausgewshlten Abiturienten gaben 614 an, studieren zu wollen. Bestimmen

Sie die Vertrauensintervalle zu
b) =08

alp=07

¢) g~ 09

d) B =

0,999

Begriinden Sie anschaulich (ohne Formeln und ohne Rechnung), dass das Vertrauensinter-

vall umso grifer wird, je hoher das vorgegebene Vertrauensniveau ist

Lésungen:

1 &) [0,212;0288] b) [0,223; 0,277)
) [0,231; 0.269] d) [0,469; 0,531
e) [0,723; 0,777] f (0881, 0,918]

2 a) [0408 0,456 b) [0,400; 0,461]
c) [0,390; 0470]

3 [0,599: 0,675]

& Das 99% (95%; 90%)-Vertrauensinter-
wall fiir die Wahrscheinlichkelt, bei einer sgl-
chen Operation hypaton zu werden, ist
[0,137; 0,283]([0,150; 0,261], [0,157; 0,251]).
Der von Dr. Steinhart genannte Wert liegt
aufierhalb. Die Patienten von Dr. Steinhart
stammen offensichtlich nicht aus der glej-
chen Grundgesamtheit oder er (bertraibt,

= Genau und abgeschatzt:

Vertrauens- & Konfidenzintervall

5 Die relative Haufigkett betrigt zwar nur
26,7%. Das 99% (95%; 90 %)-Vertravensin-
tervall fir die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Wihler die Partei wahlt, ist aber

[0,191; 0,358]{[0,207; 0,338], [0,216; 0,324]}.
Dar alte Wert 30% liegt innerhalb. Das
spricht nicht fir eine Anderung des Stim-
menanteils.

6 Das 95%-Vertrauensintervall fir den
Anteil der Hasen auf der insel ist

[0,199; 0,442]. st M die Zahl der Hasen auf
der Insel, so entsprechen die Antelle aus
diesern Irtervall dem Wert 75/M.

Fiir M ergibt sich damit der Bereich 173 bis
377

7 & Wahr, denn die Intervalllange des

Vertrauensintervalls betrdgt 2c w {mit
demn Vorfaktor ¢ aus dem Kasten von 5,529),
und da in dieserm Term n im MeAner steht,
wird bei klainer werdendern n die Intervall-
|&nge griifier.

b} Falsch, die zugehirige unbekannte Wahr-
scheinlichkeit kann auch auBerhalb liegen,
allerdings ist dann die Wahrscheinlichkeit
fiir die beabachtete relative Haufigkeit sehr
gering.

) Wahr, beim 20%-Vertrauensintervall

betrigt die Intervalllnge 2+164 |00
beim 95 %-Vertravensintervall betrdgt die

Intervalllnge 2-196} 02,

db Wahr, denn je hither das Vertrauens-
niveau, desto griiffer ist das Vertrauensinter-
vall. Denn wenn & staigt, steigt auch ¢ und
damit die Intervalll&nge,

2} Falsch, denn die Intervallldnge des Ver-
trauensintervalls ist zu % proporticnal. Bei
doppeltem Stichprobenumfang Sndert sich
die Intervallinge auf das %—fﬂch&

2 &) Vertrauensintervall [a; b]

[0,59792994; 0,6298254]
[0,598 04418; 0,629 95582]

exakt
Maherung

b) Vertrauensintervall [a; b]

[0,594098%7; 0,63352718]
[0,594 270 6; 0,6337294]

exakt
MWahemng

) Vertravensintervall [a; b

(0,588 4023; 0,6389825)  exakt
(0,588 67759; 0,63932241]  Naherung
d) Vertrauensintervall [a; b
[0,56237868; 0,66317908] exakt
[0,563 342 56; 0,66465744] Naherung

1  vertrauensintervall [a; b fiir B=70%:
(0,044 B34 04; 0,0798671 6] exakt
[0,04259532; 0,07740468] Naherung
Vertrauensintervall [a; b fiir B - 85%:
[0,040043; 0,0889814] exakt
[0,03582616; 0,08417384] Niherung

3 |e griifier man einen Bereich macht,
desto sicherer enthdlt er eine unbekannte
Griife.



Mindestumfang einer Stichprobe (Aligemeiner Ansatz):

2 2
—-_2 . (11— 2 —-_2
n= d Ps (1 Ps ) punbekannt n= 4d 2

mitd =|h—p| bzw. zugelassener Abweichung

Beispiel zum Thema Mindestumfang einer Stichprobe:

Ein Discounter mochte in einer Aktion Blumenzwiebeln anbieten. Eine Grogartnerei bietet ihm
Billigware an — allerdings ohne Angabe einer Wahrscheinlichkeit p, mit der die Zwiebeln auf-
bliihen. Der Discounter méchte diese Wahrscheinlichkeit vor Vertragsabschluss bestimmen.
a) Wie viele Zwiebeln missen mindestens gepriift werden, damit die Lange des 80%-Vertrauens-
Intervalls unter 0,01 liegt {(man spricht von einer ,absoluten Genaulgkeit” £1%)?
b) Welches Vertrauensintervall erhélt man bei diesem Stichprobenumfang fir h = 94%?
t) Welches Vertrauensintervall erhait man fir h = 0,57
Losung: a) fur B =08 ist ¢=1282

Mit der Intervallidnge | = 0,01 ergibt sich der erforderliche Mindeststichprobenumfang zu
n=- ¢ 182

2 000?
b) Das 80%-Vertrauensintervall ist [0,93758; 0,94233].
Die tatsdchliche Intervallldnge 0,00475 ist deutlich kieiner als gefordert.
(Mit der Naherungsformel ergibt sich fast das gleiche Intervall [0,93763; 0,94237]).
¢) Fiir h=0,5 erhilt man das Vertrauensintervall [0,49500; 0,50500] mit Lange 0,01,

=16435.

Ubungen:

T Ein Medikament wirkt mit einer unbekannten Wahrscheinlichkeit p. An wie vielen Patienten
muss es getestet werden, damit das zugehdrige 95%-Vertravensintervall fiir p die Lange 0,02 hat?

12 Am Wahltag der Bundestagswahl 2005 wurden 102713 Wahlerinnen und Wahler fr die ARD
beim Verlassen des Wahllokals zu ihrer Wahlentscheidung befragt.

a) Fur die FUP wurde in der ersten Hochrechnung um 18 Uhr ein Stimmenanteil von 10,5% ange-
geben. Am Ende waren es nur 9,8%. Was meinen Sie dazu?

b) Wie wiirde es sich auf die Linge des Vertrauensintervalls auswirken, wenn man riur 25000
Wahler befragen wiirde?

¢) Wie viele Wahler miisste man fir eine Hachrechnung befragen, sodass die Linge der

95 %-Vertrauensintervalle fir die Stimmenanteile aller Parteien hischstens 0,2% betragen wiirde?

13 Bei der Qualitatskontroile eines Massenartikels waren von 200 iberpriiften Teilen 12 defekt.
a) Bestimmen Sie das 95 %-Vertrauensintervall fiir die unbekannte Ausschusswahrscheinlichkeit.
b) Fir weiche natirlichen Zahlen r gilt: Bei dem Stichprobenumfang 200 r und 12r defekten Tei-
len ist die 95%-Vertrauensintervalllinge kleiner als 0,047



Losungen: Mindestumfang einer Stichprobe

11 Nach dem Satz in der Infobox auf Sejte

531 des Schilerbuches muss gelten:

1,960

nz o= 2604, Man misste etwa S&00

Patienten testen,

12 a) Die FDP hitte nach der Hochrech-
nung etwa 10785 Wihler in der Stichprobe,
worausgesetzr, alle befragten Wihler waren
bei der Hochrechnung schon berilcksichtigt.
Das 99 %{95 % Y0 %N-Vertravensinterval| fir
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Wahler die
FDP wihlt, wére dann [0,1025; 0,1075]
{[0,1031; 0,1062], [0,1034; 0,1066] . Damit
wire ein Stimmantel! von fur 9,8 % Suferst
urwahrscheinlich, aber natirlich awch nicht
unméglich. Mégliche Grilnde fir die starke
Abweichung kinnten aber auch sein:

nicht alle Befragungsergebnisse waren zu
dern frihen Zeitpunkt beriicksichtigt, die
Befragung war nicht ausreichend reprisen-
tativ.

b) Die Linge der Vertrauensintervalle wire
etwa doppelt so grof. Dann erscheaint das
Ergebnis von Teilaufgabe 3) nicht mehr so
unwahrscheinlich,

€) Nach dem Satz in der Infobox milsste

gelten: ma % = 960400, Man miisste
also etwa 1000000 Wihler fragen.

13 =) Das 95%-Vertravensintervall fiir die
Wahrscheinlichkelt, dass ein Artikel Aus-
schuss ist, betragt [0,027: 0,093], Intervall-
l&nge: 0,066,

b) MNach dem Satz in der Infobox miisste
&
gelten: n= ﬂl—;_ﬂ = 240. Demnach wire r

mindestens 12, Mit dem Stichprobenum-
fang n = 2400 und r = 144 hat das

95 %-Vertrauensintervall [0,051, 0,070] die
Lange 0,02 Also misste bereits bef ginem
Viertel des Stichprobenumfangs die Lange
0,04 erzielt werden. Fiir r = 3 erhélt man in
der Tat das Vertrauensintervall [0,047; 0,079]
mit der Lange 0,038. Es reicht also, r min-
destens 3 zu wdhlen, Der Satz in der Info-
box liefert hier ein relativ schlechtes Ergeb-
nis, weil h weit weg von 0,5 liegt und damit
h(1-h) viel kleiner als  ist (vgl. die Herlel-
tung in der Infobox),



Normalverteilung

1 Eine stetige Zufallsgriofe X ist normalverteilt mit u =120 und o = 10. Berechnen Sie.
a) P( X =<120) b) P(X =120) ¢) P(110= X =130)
d) P{120 < X < 140) e) P(130 = X) f) P(130 =X

2 Eine ganzzahlige Zufallsgrofie X |3sst sich naherungsweise durch eine Normalverteilung mit
p =120 und o ~10 beschreiben,

Berechnen Sie mit Stetigkeitskorrektur naherungsweise,

a) P(X <120) b) P{X =120) c) P(110 = X =130)

d) P(120 < X < 140) e) P(130 = X) f) P(130=X)

5 Eine stetige Zufalisgrifie X ist normalverteilt mit =30 und o= 2.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Stichprabenwert von X im Intervall [26; 34]
liegt.

b) Wie dndert sich die Wahrscheinlichkeit in Teilaufgabe a), wenn man o verédndert?

©) Wie dndert sich die Wahrscheinlichkeit in Teilaufgabe a), wenn man p vergndert?

8 Der Spritverbrauch eines Pkw (in Liter/100km) im Stadtverkehr ist normalvertellt mit

u =82 und o ~18.Inwelchem Intervall mit Mittelpunkt u liegt der Spritverbrauch mit der an-
gegebenen Wahrscheinfichkeit?

a) 50% b) 80% c) 90% d) 95% e) 9%

9 FEine stetige ZufallsgroBe X ist normalverteilt mit dem Erwartungswert =12 und o = 5.
a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(11<X <13); P(115 <X <125); P{119 <X <12,7);
P(X = 12),

b) Multiplizieren Sie g4z.5{12) mit 2; mit 1; mit 0,2,

Veranschaulichen Sie den Zusammenhang mit den Ergebnissen von Teilaufgabe a).

6  Ein Zufaliszahlengenerator lieferte bei 100 Versuchen die relative , Trefferhdufigkeit”

h = 0,86,

a) Schétzen Sie die Vertrauensintervalle zu den Niveaus B =90% und B~ 95% nach Gefiihl.
Kommentieren Sie lhre Schitzung,

b) Uberpriifen Sie Ihre Schitzungen durch eine Rechnung.

¢) Wie wiirden sich die Ergebnisse &ndem, wenn unter der relativen Hiufigkeit h = 0,86 nicht
100, sondern 400 Versuche gesteckt hitten?

7  Statistiker sagen: ,Wenn eine unbekannte angenommene” Wahrscheinlichkeit p auerhalb
des 95 %-Vertrauensintervalls (zu einer beobachteten relativen Haufigkeit h) liegt, dann ist diese
angenommene” Wahrscheinlichkeit mit der Beobachtung nicht vereinbar. Untersuchen Sie, ob
die Annahme p = 0,5 mit der Beobachtung h = 0,51 vereinbar ist, wenn der Versuchsumfang,
der der relativen Haufigkeit h zugrunde lag, folgenden Wert hat

a) n =100, b) n = 1000, c) n = 10000.

d) Wie hoch miisste der Versuchumfang n sein, damit die relative Haufigkeit h = 0,501 mit der
Wahrscheinlichkeit p = 0,5 nicht mehr vereinbar ist.



Losungen:

1 a05 by 0,5

Normalverteilung

) 0,6827

d) 04772 e) 01587 fi 0
2 &) 0480 b) 05199 c} 0,7063
d) 04545 e} 0711 fi 00242
8
linke Intervallgranze | rechte interuallgrenz;
al 653 241
b 589 10,51 B
K 524 1,16
d) 67 1,73
8 3,56 12,83
6

a1 individusll, das Intervall zum 95 %-Mieau muss etwas grifer

=15 L

b} die exakten Vertravensintervalle sind [0,793; 0,908] bow

[0,775; 0.215]

o) die grakien Vertravensintervzlle verkleinem sich zu

[0,839; 0,886 bew. [0,823; 0,891)

B a) 09545 (Z-o-intervall)

) Wenn (bei glelcherm b)) o wichst, wird
diese Wahracheinlichkeit kleiner,

&) Wenn sich (bel gleichem o) p dndert,
wird die Wabrscheinlichkeit kleiner.

9 2) 0158519, 0,079656; 0,015957,

0,000 000

B) 0,159 577; 0,079788; 0015958

Man erkennt: Wenn man den Funktionswert
der Wahrscheinlichkeitsdichte mit der Inter-
vallbreite multipliziert, erhélt man ndhe-
rungsweise die Wahrscheinlichkeit des zu-
gehorigen Intervalls. Die Ubereinstimmung
ist umso besser, j@ kleiner das Intervall ist,

7

al vereinbar

B vercinbar

) micht versinbar die Untergrenze des 9% %-Vertrauensintervalls
st 05003002, damit liegt 0,5 nicht mehr in diesem |nbervall,

iy Das 95%-Intervall zu p =05 darf 0,50 nicht mebr enthalten,
den gesuchten Wert fir noerhalt man aus der Gleichung

G505
1962 - 0007 20 1 - 960,401
Wenn man also Wahrscheinlchkeiten sebr genau Bestimmen

mifichie, brawcht man peaktisch kaum noch realisierbar hohe Stich-

probenzahlen,



