12. Jgst. 4. Kursarbeit Datum: 24.06.2022

Kurs 12/2 Fach: Mathematik (Leistungsfach)
Thema: Lineare Algebra - Anwendungsbezogen;
K-Disk (ganzrat. Scharfunktion) Name:
Bitte geben Sie Anséitze und Rechenwege an! Punkte: Note:
Aufgabe 1:

Ermitteln Sie die L6sungen der 13
Matrizenaufgaben

5k 3 10
a)[3B+2D]-E*=| 0 3k+2 2k+9
-1 2k-6 12

c) Det[B—D]=3k—6

k> -2k 2
d) D(—l) adj. transp.:L N 31 k 2 k2
vZ-Schema k®+2 L ok

k?+2 2k 2k 2k?+4 4k 4k

b) 2(D-E)' =2 k K*+1 k |=| 2k 2k*+2 2k
k k k®+2 2k 2k 2k* +4
k 1 2 k 0
Gegebene Matrizen: B=| 0 k 3 D=|{0 1 k E = Einheitsmatrix
-1 -2 4 1 kK
Aufgabe 2: Lineare Gleichungssysteme 28

N
Gegeben sind die Matrix C « und der Vektor d

2 k+2 2 4
C,=|-3 1 k-1| mitke®  und d=|-2
k -1 =2 2
- 3 - -
a) Zeigen Sie, dass der Vektor X, :Z 4 | eine Lésung fir die Gleichung C2 'Xt =d darstellt.
t
2 4 2 . 3 5,5+0,5t =(-3) 4
Cox=d —me— [-8 1 1| {4|=[-12540,25t| = | -2
2 -1 -2 t 0,5-0,5t 2



- -
b) Geben Sie eine Losung fiir das LGS Co -X=d .

Stellen Sie den Losungsprozess mittels Cramer-Regel oder GauR-Algorithmus dar.

2x+2x%+2x%3=4 (1) Xj+x2 + x3=2(1) X1 +12x%3=1(1)
-3x1 + x2 - x3=-2(2) X0+ 1/2%3=1(2) x2+12x3=1(2)
- x32-2x3=2(3) -x3 -2 x3=2(3) x3=-2(3)
x+x +x3=2(1) X +12x3=1(1) >3] =2 (1)
-3x1+x - X3=-2(2) X+ 1/2%3=1(2) x+12x3=1(2)
-%-2x3=2(3) -x3 -2 x3=2(3) x3=-2(3)
X +x + x3=2(1) x4 +12x3=1(1) | =2 (1)
4x3+2%x3=4(2) x+12x3=1(2) Xy =2 (2)
- X2 -21x3=2(3) -32x3=3(3) x3=-2(%)
c) Weisen Sie durch entsprechende Rechenoperation nach, dass die Determinante der Matrix
2
C, mitk e R folgende Form annehmen kann: detC K = (k _3)(k + 2)

_ 2 k+2 2 2 k+2
Erweiterung
det[C, ] = det|-3 1 k-1|-3 1
k -1 -2k -1
—4+k(k-1)(k+2)+6-2k+2(k-1)—-6(k+2)
2+(k*—k)(k+2)—2k+2k-2-6k-12 = (k®—k-6)(k+2)

= (k-3)(k+2)(k+2) = (k-3)(k+2)

d) Was bedeutet die Eigenschaft ,singular” bezlglich einer Matrix?

Die Eigenschaft ,singuldr” bei einer Matrix bedeutet, dass sie nicht invertierbar ist und somit keine Inverse
besitzt.

- o
e) Fiir welche Werte von k hat das inhomogene LGS C,-X= d

1) keine Losung? II) genau eine LOsung? [ll) oo -viele Ldsungen?

detC, = (k-3)(k+2)"=0
— eindeutige Ldsung < k e R\{-2;3}
— keineLésung < k = (—2) [Probe mit GauR-Verfahren]

— ow-—vieleLdsung < k = 3 [Probe mit GauB-Verfahren]
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Aufgabe 3:  Uberginge und Statisches Gleichgewicht |

a) Ergdnzen Sie die zum Diagramm des Austauschprozesses
und bestimmen Sie die Ubergangsmatrix.

I | A B C

Al10,2 01 0,45
B|103 03 0,40
c|05 06 015

Die Ubergangsmatrix U soll nun folgende Form annehmen:

l’| A B C 100
Al0,7 01 01 N —
= Blo2 08 03 , der Startzustand sei Po = 200
i) ) ) 300
c|01 01 0,6
b) Wie lauten die Vektoren [3; und P, ?
0,7 01 0,1) (100 120 0,7 01 0,1) (120 132
U-p,=p,—|02 08 03]|]200[=[270| U-p=p,—|02 08 0,3||270|=|303
0,1 01 0,6) {300 210 0,1 01 0,6)(210 165
c) Ermitteln Sie den Vektor p_1 .
0,7 01 01)(a 100 5
Ansatz1: U-p,=p,—|0,2 0,8 0,3||b|=|200| GauR-Verfahren 663
01 01 0,6)\c) (300 N 1
B p,=|b|=|53=
a 0,7 01 01 100 3
€)1 480
Ansatz2: U- pl pO b|=/02 08 0,3| -[200| Inverse
c 0,1 01 0,6 300
d) Bestimmen Sie den Grenzzustandsvektor in allgemeiner Form in Abhangigkeit der
Komponente x3 bzw. z
U-x=x — U-x-x=0 — (U—E);(:ﬁ -
X z
-0,3 01 01 X 0 | y | |
1 [-0,3 01 01 [0]i<>iil
-0,2 03 |-|y|=|0] > .
m| 02 -02 03]0
-0,4) \ z 0
m| 01 01 -0410
z
X y 2] | x vy 2| | TR
i1 1 4|0 i [1 1 4]0 ! B =
- . N .. - . 11
|2 -2 3|(0[|ii-2i |0 -4 11 |0 ii/4 im0 1 7 0
(-3 1 1 [0|ii+3i im0 4 =110 |ii+i ilo o o lo




Xy Z

i 1 _§ 0| x= § yi X 1 5
R 4 Ay l=2k

|0 1 H 0|ly= 1 4

4 4 ‘

mi|o0o 0 0 |0 z
e) Wie ist die Grenzverteilung bei einer Spaltensumme von 4.000?
s 11 X 1.000
Zk+zk+k=4.000 — 5k=4000 — k=800 —|y|=]|2.200

Z 800

f) Erlautern Sie den Begriff der Gleichgewichtsverteilung.

Unter der Gleichgewichtsverteilung bzw. dem statischen Gleichgewicht versteht eine Situation, bei der die
Wechselbewegungen sich insgesamt immer wieder zu einer Verteilung in konstanter Form ergeben.

Aufgabe 4: Leontief-Modell 30

Die Verflechtung dreier Werke A, B und C eines Chemieunternehmens untereinander und mit
dem Markt wird durch das Leontief-Modell beschrieben.

| A B C

Al04 005 04
Dabei gilt folgende Technologische Matrix T: T = Bl03 025 0

c|012 01 0,2
a) Berechnen Sie die Marktabgabe Yy der Werke A, B und C, wenn 800 ME von A,

520 ME von B und 450 ME von C produziert werden.

0,4 0,05 0,4 800
T=/03 025 0| und x=|520
012 01 02 450
TX+y = X > y = x=T-x > y = (E-T)x

06 -005 -0,4) (800 274
-y =|-03 0,75 0 |-1520| = |150
-0,12 -0,1 0,8 ) (450 212



b) Erstellen Sie die zugehorige Input-Output-Tabelle bzw. fiillen Sie die Vorlage aus:

- A B C Konsum | Produktion
A y, = X, =
B Yy, = X, =
C Y, = X, =
@ A B C | Konsum | Produktion
A |[320] [26] [180] |y, =[274] | x =[800
B [[240] [130] 0] |y, =[150] | x,=[520
c|[o6] [52] [00] |y,=[212]| x,=[450
. 374
c) Fir einen kommenden Zeitraum wird mit dem Marktvektor y = | 150
112

N
gerechnet. Bestimmen Sie den neuen zugehorigen Produktionsvektor X .

0,4 0,05 0,4 374
T=/03 025 0| und y=|150
0,12 01 0,2 112

RN

TXx+y = X > y = x-T-x > y = (E-T)x

06 -005 -04 374
5> y = |-03 075 0 |x = |150
-012 -0,1 0,8 112
900
Losung per LGS : ; = | 560
345
900
Losung per Leontief — Inverse: — X = (E—T)_l-; > x = |560

345
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Zusatz:

Durch ein neues Produktionsverfahren andern sich die Koeffizienten a,; und a,, der

Technologie-Matrix T.
AulRerdem soll die Produktion der Werke A, B und C auf das Verhaltnis
X; i X, : X3 =10: 8:5 umgestellt werden.

549
Der neue Marktvektor ist Y 297
180

N
Ermitteln Sie die neue Technologie-Matrix T sowie den neuen Produktionsvektor X .

a, 005 0,4 549
T=|a, 025 0| und y=|297
012 01 0,2 180
T-§+; = X o y = X-T-Xx — ; = (E_T)'i
1-a, -0,05 -0, 549
>y =|-a, 075 0 ] 297
-012 -01 180
900
ks, _1,2x-0,8x+4x=180 — 2x=180 — x=90 — x=|720
450
zle? , —9004a, +540+0=297 — a21=%:0,27
el (1-g.).900-36-180=549 — 1-a,=-2-085 > a,=0,15

900
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Aufgabe 5: Lineare Optimierung |

In einer sehr kleinen Schuhfabrik werden Damen- und Herrenschuhe hergestellt und
zwar jeweils nur ein Modell.
Die Produktionsbedingungen ergeben sich aus der folgenden Tabelle:

| Damenschuh | Herrenschuh | verfiighar

Herstellungszeit [k] 20 10 2000
Maschinenbearbeitung [fri 4 5 2000
Lederbedarf [dm?] 6 15 4500
Reingewinn [Euro] 16 32

Wie viele Mengeneinheiten eines jeden Schuhmodells miissen unter Einhaltung der Restriktionen
hergestellt und verkauft werden, um den Gewinn zu maximieren?

Geben Sie in der Losung auch die Hohe/Menge der eventuell freien Kapazititen an.

Losen Sie das Problem graphisch und per Simplexalgorithmus.

Anlage fiir die graphische Lésung

800
750
700
650
600
550
500
450
400
350
300
250
200
150
100

50

-50 0O 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 &850 900




Anlage fiir den Simplexalgorithmus

X y u1 u2 us b Umformung

=

=

=

=

=

=




Simplexalgorithmus:

X y Uz Uz Us b Umformung
8000 _ g0,
' 20 10 1 0 0 8.000 0
2000 _ 00
I 4 5 0 1 0 2.000 5 -
i 6 15 0 0 1 4500 | Sr-m0 - o
Z 16 32 0 0 0 G

| 20 10 1 0 0 | 8000 | — 10*11I
T 4 5 0 1 0 | 2.000 11— 5*III
m | 2 1 0 0 . 300
z | 16 | % 0 0 0 G ZF —32*11
! 16 0 1 0 -3 | 5.000 T -a2s
I 2 0 0 1 -3 500 | =250 > Lo
m | 1 0 0 E 300 0 5750
Z = 0 0 0 % | G-9.600
| 16 0 1 0 -2 | 5.000 | - 16*I1
1 1 0 0 5 -2 250
1 % 1 0 0 % 300 i —%-u
z - 0 0 0 -2 1G-9.600 zF -1
| 0 0 1 -8 2 | 1.000
1 1 0 0 . -2 250
m | o 1 0 -2 " 200

0

N
o
o
1
=
o
1
=
o




Graphische Losung:

gl

500

250
y| = | 200 | mit G,_, =10.400
u 1.000

d
250
D

200
mn \\

100

b
50
A B




Option: Wdihlen Sie Aufgabe 6 oder Aufgabe 7 zur weiteren Bearbeitung aus!

30

Aufgabe 6: Lineare Optimierung Il — Beurteilen, Auswerten und Interpretieren

Teil 1: Ein Maximierungsproblem fihrt auf untenstehendes Tableau.

X y ui uz us b
1 | o 0 1 -8 2 1.000
o1 0 0 5 -2 250
m| o 1 0 -3 " 200
z | o 0 0 -1,6 | -16 | G-10.400

a) Wie wiirden sich die Werte von x, y und dem Gewinn verdndern, wenn man die
Kapazitat von Restriktion Il um 10 Einheiten erhéhen wiirde?

Losung: Restriktion Il + 10
Gewinn neu: 10.400+10* 1,6 = 10.416
Wert x: 250+10*0,5 = 255
Wert y: 200 +10 *(-0,2) = 198

b) Der Gewinn reduziert sich um 48 Einheiten aufgrund einer Anpassung der Kapazitat
der Restriktion IlI.
Wie hoch ist nun die Kapazitat von Restriktion Il und welche Werte nehmen x und y an?

Loésung: Gewinn neu: 10.400 - 48 = 10.352
Anderung Restriktion IIl: -48 :(-1,6) = 30 Verringerung um 30 Einheiten

2
Wert x: 250+(—30)-(—%j = 255 Wert y: 200+(—30)-E = 196

Teil 2: Gegeben sind die beiden aufeinanderfolgenden Tableau-Elemente Tableau 1 und Tableau 2
eines Simplexalgorithmus.

Tableau 1 Tableau 2
X, Ky by L U, Uy e I . . Yz Us
% 3 1 3 1 o o 50 , | 0 1 2 1 - 40
w 3 0 -3 -5 1 0 10 X, 1 0 -4 -2 3 0 30
uwl|§ o F -3 0 1 10 u, 0 0 10 3 -5 1 &0
3 0 -3 -3 0 0  z-250 o 0o 1 -1 -1 0 | z-260

a) Woran erkennt man bei Tableau 1, dass noch weiter gerechnet werden muss?

Es gibt noch positive Werte in der Zielfunktionszeile.

b) Bestimmen Sie das Pivot-Element von Tableau 1. Erklaren Sie Ihre Vorgehensweise.

Hochster Wert in der Zielfunktionszeile ergibt die Pivotspalte (hier Spalte 1); dann Division der positiven
Elemente in der Pivotspalte durch die Ergebniswert in der letzten Spalte
= Pivotelement ist der kleinste Ergebniswert, da dieser die groRte Knappheit der Ressourcen
darstellt.




c) Erklaren Sie, durch welche Umformungen Tableau 2 aus Tableau 1 entstanden ist.
Schritt 1: Zeile ii mit 3 multipliziert

Schritt 2: (i) - 1/3 * (ii) (iiii) - 5/3 * (ii) ZF - 1/3 * (ii)

d) Beantworten Sie folgende Fragestellungen zu Tableau 2:

(i) Welcher Gewinn wird erzielt? Gewinn: 260
(ii) Wie viel wird produziert? x1=30 und x;=40
(iii) Welchen Umfang haben die freien Kapazitaten? Restriktion (iii) = 60

e) Erstellen Sie nun Tableau 3, geben Sie die vollstdndige Losung an und begriinden Sie,
warum nun ein Maximum vorliegen muss.

X1 X2 X3 uz uz us b Umformung
I 0 1 2 1 -1 0 40
I 1 0 -4 -2 3 0 30
n 0 0 10 3 -5 1 60
V4 0 0 1 -1 -1 0 G- 260
|
|
n
yA
I
I
1 X | (94
Z X, |=]28| mit G, =266

X, 6

X1 X2 X3 ui uz us b Umformung
| 0 1 2 1 -1 0 40
| 1 0 -4 -2 3 0 30
n 0 0 10 3 -5 1 60 iii / 10
y4 0 0 1 -1 -1 0 G- 260
I 0 1 2 1 -1 0 40 i - 2iii
| 1 0 -4 -2 3 0 30 li + 4iii
n 0 0 1 0,3 -0,5 0,1 6
y4 0 0 1 -1 -1 0 G-260 Z - iii
I 0 1 0 0,4 0 -0,2 28
I 1 0 0 -0,8 1 0,4 54
n 0 0 1 0,3 -0,5 0,1 6
y4 0 0 0 -13 | -05 | -0,1 G - 266




Aufgabe 7:  Kurvenuntersuchung ganzrationaler Scharfunktionen
Die Firma Rutschikon hat ein besonderes Modell fir Wasserrutschen in verschiedenen
Formen konzipiert;

das seitliche Profil wird jeweils durch den Graphen der Funktionenschar fk mit der Gleichung
1 3 i
f (x) = —=xX"+>x mitke[3;4]
4Kk 4

modelliert. Die Werte fiir x und die Funktionswerte liegen in Metern vor.

Gerutscht wird von der Startposition P(- 8 / 6,5) ;
am Ursprung endet die Rutsche und man wird sozusagen ins Becken katapultiert.

a) Fir welchen Wert von k wurde der Startpunkt entworfen?
b) In welchem Intervall verlduft die Profillinie der Rutsche unterhalb der Wasseroberflache?

¢) Ermitteln Sie die Koordinaten des tiefsten Punkts des Wasserrutschen-Profils.
Zeigen Sie auch, dass lhr Punkt ein Minimum darstellt.

d) Berechnen Sie die Gleichung aller Tiefpunkte von f, (X) .

e) Bestimmen Sie den Wert von k, fiir den die Wasserrutsche im Startpunkt die
Steigung m = -3 hat und die H6he Gber der Wasseroberflache in diesem Punkt.

f) Zeigen Sie, dass alle Wasserrutschenprofile der Funktion fk (X) im Ursprung

dieselbe Steigung haben und geben Sie diese Steigung in Prozent und Grad an.

g) Wie groR ist die Seitenprofilfliche der Wasserrutschte unterhalb der Wasseroberflache
fir k=3?

]

P

30




f (x) = —ix3+%x mit k €[3; 4]

4k*
a) Parameter bestimmen
1 3 3
fi(-8) = —25(-8)+(-8) = 65
128 128

- 7_6 = 65 — = 125 — 128

= = k¥ 5 10,24 = k¥ > k = 32
12,5

k2

b) Nulistellen:

= (_WX2+%}( — x=0 und x,,=+k3

, 3 3 o
f'(X) = —sz—i-z = 0 > X,=tk — hier:x=-k
3 3 3
f"(x) = ——x —> f"(-k)=——(-k)=—>0
k ( ) 2k2 k ( ) 2k2( ) 2k
1 3 3 1 3 1 . 1
f(-k) = ——(-k)’+2(-k) = =k->k = -=k — Min —k‘——k
(H) = (e 3 = BB - ] (| -3¥]
d) Ortskurve der Minima:
i 1 1 1
hier: x=-k — k=-x — =—=k — =——(—X)==x
y 2 y 2( ) 2
e) Ermittlung Startpunkt:
f'(x) = —izx2+§ = m > —iz~64+§=—3 — %:12,8:k2 — k=358
4k 4 4k 4 5
1 3 3
f__(-8) = - —8)°+>(-8) = 4

£(0) = % - 075 %:75% > 075=tan(a) —> «=40,97




