12. Jgst. 4. Kursarbeit Datum: 14.06.2024

Kurs M LK Fach: Mathematik (Leistungsfach)
Thema: Ubergangsprozesse und Stat. GG; Name:
LGS und Lésungsverhalten;
Populationsmodelle; Materialverflechtung Punkte: Note:

Bitte geben Sie Ansditze und Rechenwege an!

Aufgabe 1: Keksherstellung 26

Aus den Zutaten (T)eig, (M)armelade und (S)chokolade werden drei verschiedene Kekssorten
K1, K2 und K3 hergestellt. Diese werden in drei verschiedenen Packungen P1, P2 und P3 verkauft.
Die bendtigten Mengeneinheiten in kg (ME in kg) sind in den Tabellen dargestellt:

K, K, K, 5 B R

T a 1 b K|l6 2 2
M| 3 2 6 K, |3 3 1
S| o ¢ 2 K,|2 0 2

a) Bestimmen Sie die Werte fiir a, b und ¢, wenn die Matrix folgende Werte besitzen soll:

19 7 9
My »=|36 12 20
16 12 8

Im Lager sind folgende Vorrate vorhanden:
Teig: 950 kg; Marmelade: 1.880 kg und Schokolade: 1.000 kg

b) Welche Anzahl der jeweiligen Paketsorte kann produziert werden, wenn danach das
Lager vollstandig leer sein soll.

c) Wir erhalten einen Auftrag von je 40 Paketen jeder Packungsart.
Welche Mengen an Zutaten miissen auf Lager sein?

d) Die drei Paketsorten sollen im Mengen-Verhaltnis 1 : 3 : 2 hergestellt werden.
Welche Anzahl an Paketen jeder Sorte kann produziert werden, wenn 2.800 kg
Marmelade vorratig ist und diese komplett aufgebraucht werden soll.

Welche Menge an Teig und Schokolade muss zudem bereitgestellt werden?



Aufgabe 2:  Schulkantine

24

In einer Schulkantine essen taglich 360 Schiiler und Lehrkrafte.
Es gibt drei verschiedene Mittagsmenis:
Meni 1 mit (F)leisch Men 2 mit (G)efllgel Men 3 (V)egetarisch

Das Menii 1 (F) wiirden 80 % am nachsten Tag wiederwahlen, wobei 10 % zum
vegetarischen Essen wechseln.

Menii 2 (G) wiirde von 60 % wiedergewahlt, wiahrend 30 % zu Fleischliebhabern werden.
Bei Mentii 3 (V) wiirden 70 % verbleiben; 30 % wechseln zum Gefligel-Mend.

Am Montag war die Aufteilung auf die Men(s wie folgt:
F => 140 Personen G =>120 Personen V => Rest

a) Erstellen Sie die Ubergangsmatrix.
b) Welche Verteilung ist am Dienstag zu erwarten?

c) Wie viele Menis wurden am Freitag jeweils bestellt?

d) Die Kantine kann nur rentabel arbeiten, wenn langfristig ein Anteil von ca. 30 %
bei den vegetarischen Menlis erreicht werden kann.
Untersuchen Sie, ob dies bei gleichbleibendem Wechselverhalten zu erwarten ist.

e) Leider ist die Geflligelpest ausgebrochen, was auch Auswirkungen auf das
Wechselverhalten in der Spalte Menii 2 der Ubergangsmatrix hat.
Ermitteln Sie die neuen Werte der Spalte (Meni 2), wenn langfristig der Verteilungs-
vektor wie folgt aussehen wiirde:
F=>50% G=>30% V=>20%

Anmerkung: Es sind die Werte der Spalte 2 der Ubergangsmatrix zu berechnen.
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Aufgabe 3:  Losungsverhalten LGS
2 1 2 1
Gegeben ist fiir t e R\ {0} die Matrix 4, =| 1 =3 ¢+2 | und der Vektor d=|1
t 1 t+4 2
a) Zeigen Sie, dass fiir die Determinante von A gilt: det(A,) = #+7t-30
b) Fur welche Werte von t ist das LGS 4, x = d eindeutig l6sbar?

c) Wie lauten die Losungen flirt =-10 und t = 3?

d) Berechnen Sie folgenden Ausdruck: det[(A1 -4, )2}




Aufgabe 4: Kéaferpopulation 30

Die Entwicklung eines Kifers beschreibt das folgende Modell:

Aus den Eiern schliipfen nach einem Monat Larven, nach einem weiteren Monat werden diese zu
Kifern, die nach einem Monat Eier legen und dann sterben.

- Aber nur aus einem Viertel der Eier werden Larven, die anderen Eier werden von Tieren gefressen
oder verenden.

- Von den Larven wird die Hilfte zu Kifern, die andere Hilfie stirbt.

Jeder Kifer legt 8 Eier.

a) Stellen Sie das beschriebene Modell mit einem Graphen dar und geben Sie die Populationsmatrix
P an.
Berechnen Sie mit P, wie eine Population von 40 Eiern, 40 Larven und 40 Kifern nach einem

Monat aussieht.

b} Die in a) angegebene Population soll iiber einen lingeren Zeitraum beobachtet werden. Dazu be-
nétigt man ein kleines Terrarium, wenn die Anzahl der Kéfer im Laufe der Zeit nicht iiber 60 an-
steigt, andernfalls ein grofes.

Ermitteln Sie, welches Terrarium nach dem Populationsmodell gekautt werden muss.

¢) Bestimmen Sie fiir das Populationsmodell einen Anfangsbestand, der nach einem Monat unver-
dndert ist.

Beschreiben Sie die Langzeitentwicklung dieses Bestandes.

Anmerkung zum notwendigen Ansatz: P-x=x

d) Bestimmen Sie fiir die Populationsmatrix P die Potenzen P?und P°

Interpretieren Sie diesen Sachverhalt im Kontext der Population.

AUSWAHL: BEARBEITEN SIE ENTWEDER Aufgabe 5 oder Aufgabe 6!!!
Aufgabe 5:  Populationsberechnung 18

Betrachtet wird die Entwicklung einer Population weiblicher Tiere eines Wildtierbestands
in einem grolRen, abgeschlossenen Gebiet.
Die Entwicklung dieser weiblichen Tiere ldsst sich in drei Lebensphasen einteilen:

Nachkommen werden im Friihjahr geboren und im ersten Lebensjahr als Kitze (K)
sowie im Alter von einem Jahr als Jungtiere (J) bezeichnet.
Tiere ab einem Alter von zwei Jahren gelten als erwachsen (E).

Zu Beginn der Beobachtung der Population (K, J, E)" wird deren Zusammensetzung durch den
Vektor

115 0 0 5
Do =| 65 | dargestellt. Die Ubergangsmatrix lautet: U={ 0,8 0 0
320 0 0,65 0

a) Welche Bedeutung haben die von 0 verschiedenen Werte der Ubergangsmatrix
im Sachzusammenhang?



b) Zeigen Sie, dass nach 3 Jahren ein zyklischer Zusammenhang entsteht?
Wie ist das Wachstumsverhalten der Population?

c) Wie ist die Entwicklung der Tiere in den kommenden 3 Jahren?
d) Nach drei Jahren halbiert eine Krankheit die Uberlebensrate der Kitze.

Wie muss daher die Ubergangsmatrix gedndert werden und was bedeutet
dies fiir die zyklische Entwicklung bzw. die Wachstumsrate?

Aufgabe 6: Berechnungen von/mit 18

Populationsmodellen & Stochastischen Matrizen

a) Ergidnzen Sie die fehlenden Eintrige des Ubergangsgraphen und geben
Sie die zugehdrige stochastische Ubergangsmatrix an.

0,35

0,18

b

b) Gegeben ist der Grenzvektor ?ﬁx :[8 J (statisches Gleichgewicht) sowie das

unvollstindige Ubergangsdiagramm.
Bestimmen Sie die zugehérige stochastische Ubergangsmatrix.

0,4

c) Ein Austauschprozess wird durch die stochastische Matrix M modelliert.

a 1-2b 0
M=|1-a b |
0 b c

Welche Bedingungen mussen a, b und c erfullen, damit die stabile/statische
2

Verteilung ; =| 3 | vorliegt.
4



