12. Jgst. 3. Kursarbeit Datum: 23.02.2024

Kurs 12/1+2 Fach: Mathematik (Leistungsfach)
Thema: Extremwertaufgaben; Rekonstruktion; Name:
Integralrechnung )
Bitte geben Sie Ansditze und Rechenwege an! Punkte: Note:
Aufgabe 1: Stammfunktionen bestimmen 24
Ermitteln Sie die Menge der Stammfunktionen zu folgenden Funktionen/Ausdriicken:
2
b f(x) = a2 F() = e ire
[ 2 2,
b) (x=2)(2x+4)dx = J.2x ~8dx = 3 ~8x+c
9 _ _ 3
0 —dx = I9x ‘dx = -3x7+c = -—+tc
v X X
S 1 S n
Q) j\”/xsdx = jx”dx = 3 X" +c = X" +c
241 S5+n
n
o) [sin(x)—cos(x)] dx = —cos(x)—sin(x)+c
. 2
f (P-2) ax = _[(t4—4t2+4)dx = (-4 +4)x+c
g) .(t2—2)2dt = j(t4—4t2+4)dt = lts—ﬂt3+4t+c
J 5 3
h)
dex = I 9—)66—£+£ dx = I(9x4—4x2+2x_2)dx = gxs—ﬂx3——+c
x’ ¥ x X 5 3




Aufgabe 2: Randfunktion und Abszisse | 14
Gegeben sei die Randfunktion f, (x) = —%x3+2x2 mit k>0
a) Bestimmen Sie die Nullstellen, Extrema und Wendepunkte der Funktion.
b) Der y-Wert des Maximums betrégt y, (max) = %kz
Ermitteln Sie die Ortskurve der Extrema.
Sei nun noch die Funktion g(x) = X gegeben.
c) Wie grol8 ist die von f und g eingeschlossene Flache in Abhangigkeit von k?
d) Begrinden Sie, dass kein Wert fir k existiert, bei dem die eingeschlossene Flache
minimal wird.
2.5 50 .
fi(x) = - +2x* mitk>0
2
Nullstellen : (—Ex+2jx2 = 0 - sz[doppelt] und x=k
Extrema :
. 6 , 6 2
fi'llx) = ——x’+4x = 0 > |——x+4|x = 0 > x=0 und x=Zk
k k 3
" 12 n . 2 8 2
fi"(x) = —;x+4 - £."(0) = 4>0 > Min(0]0) —»> Max gk 2—7k
2
2 2
Ortskurve: Max —k‘ik2 - kzix - yzﬁ- Ex ==.x
3 27 2 27 \ 2 3
Wendepunkte :
12 1
"x) = ——x+4 = 0 > x=—-k
fi'(x) A 3
12 1 4
"(x) = ——=0 W\ -k | —k*
S ( ) k [3 27 J
2 3 2 2
fi(x) = —Ex +2x* und g(x) = x
Schnittstellen :

fk(x) = g(x) - —%)c3+2x2 = x - (—%x+1]x2 = 0 —> x=0 und xzék
Fldiche:

1
2 —k
j(—zx3+x2jdx - I:—Lx4+lx3}2 LNy E R 1y S SR £ R W&
k . 2% 16 38 Y 9%

h(k) = %kB - h'(k)=£k2=0 - k:O[a’oppelt] —  kein Extremum

Die notwendige Bedingung wird zudem auch nicht erfiillt, da k > 0 gelten muss;
daher ist auch das Kriterium 2. Ableitung nicht relevant.



Aufgabe 3: Randfunktion und Abszisse Il 8
2 2
Gegeben sei die Randfunktion f, (x) = k_zx_sz mit k #0
Beweisen Sie, dass der Inhalt der von der Funktion mit der x-Achse eingeschlossenen
Flache unabhdngig von k ist.
fi(x) = %x—%xz mitk #0
Nullstellen :
(k—zz—%xj)CZO = x=0 und x=k
Fldche:
k k
J‘(%x—%xzjdx = {%xz—%xﬂ = szz—%lf = 1—z = 1
oLk k k 3k 0 k 3k 3 3
Aufgabe 4: Flache zwischen Funktionen | 10
1 5
Der Graph einer Funktion f(x)=ﬁx wird vom einer Ursprungsgeraden mit
positiver Steigung geschnitten.
Wie grol} ist die Steigung, damit die umschlossene Fldache 18 FE betragt?
1
f(x)zﬁx und g(x)zmx 12
Schnittstellen 10
1
fi(x) = g(x) - Ef = mx
8
1,
- |—x"-m|x = 0
18
= x=0 und x=~18m P
a=18
Fliche: 4
J1gm J18m
1 3 1 4 1 2
J —Xx —mx |dx = |—Xx ——mx
[ (g -mar = |33 2
324 :
= —m-9m* = 45m° = 18
72 —
2 2 4
> m =4 > m = x2
m >0 m = 2 5




Aufgabe 5: Flache zwischen Funktionen Il 10

1
Gegeben sei die Funktion g(x) = sz.

a) Bestimmen Sie die Flache unter der Parabel mit der x-Achse im Intervall [0 ; 6].

b) Welche Parallele zur y-Achse halbiert die Flache unter der Parabel im
angegebenen Intervall?

6 6
lxzabc = [ix3} = {ix3} = 18
4 12 o 12 o

k koo
- J&xzdx = [éx3} =9 - l/’c3 =9 5 k¥ = 108 — k=3108~4,76
0

_:[g(x)dx =

O e O

12

Aufgabe 6:

Flache zwischen Funktionen Il
Berechnen Sie den Inhalt der

abgebildeten gefarbten Flache:

Schnittstellen kdnnen durch
Einsetzen der x-Werte ermittelt

bzw. bestatig werden.

1
Fliche unterhalb x-Achse: 4, = 5-1-4 =2

Flache zwischen h(x) und x-Achse im Intervall | = [0;3]:
3

3 300 |
=|h(x)dx=|| —=x*+2 |dx=| ——x’+2x | =-14+6=5
4, _([ (x)dx }[( 9x + j x { 27x + x} +

0

Fldche zwischen g(x) und x-Achse im Intervall = [1;3]: 4, =—-2-1=1

2

Gesamtflache: A = A+A4,-4 = 2+5-1 = 6

gesamt



Aufgabe 7: Integral 10
Berechnen Sie den Wert des Integrals, fertigen Sie eine Skizze der Situation
fur k = 2 an und erldutern bzw. begriinden Sie damit lhr Ergebnis:

1%
f T-(x —2k) dr. :
k 12 I

2k 2k e
g(x)dx = I (x2 —2kx)dx
—k —k
8
2k B 2k
[ _ 3 2
| g(x)dx = gx —kx } :
—k L —k
g 8 1
g(x)dx = |k -4k |-| -k -k :
i 3 3
g 8 1
g(x)dx = -4+ +K = 0 a=0
! 3 3
-2 0 2 6
Das Integral verrechnet die , positive” und ,,negative” Teilflache 7
aufgrund der im Intervall vorliegenden Nullstelle miteinander;
Da beide Teilflachen die gleiche MaligroRRe besitzen, ergibt sich B

der Wert 0.

Aufgabe 8: Grenzen ermitteln 10
Wie muss der Parameter gewahlt werden, damit eine korrekte Aussage entsteht?

255

4
a) j4x3dx
k

!

4
[4x'ar = [x“]z = 256—k' = 255 — k'=1 — k=+1
k

k2

o | 2xdx = 12
k

k2

jzxdx = [¥] = K-k =12 > K-kK-12 = 0
k

Substitution
u=kK’

Re—Substitution N k2 = 4 > kl =2 I/H’ld kz =2

u=k>

> uw'-u-12 = 0 — wu, =4 und u2=—3[Widerspruch]




Oh je — hier kommen ja zwei Ergebnisse fiir die Parameter heraus.

Begriinden Sie, weshalb beide Lésungen korrekt sein kdnnen &

Erklarung:

In beiden Fallen wird in der 2. Losung das Integral herangezogen und nicht der orientierte
Flacheninhalt.

Graph/Skizze Teilaufgabe a)

Graph/Skizze Teilaufgabe b)

@

~l

[+1]

(4]

w

[+

A
=4




Aufgabe 9: Uneigentliches Integral
Ermitteln Sie den Inhalt der Gesamtflache A (A = A1 + A2)
mit der x-Achse, wenn sich der Graph der Funktion g(x)

langs der positiven x-Achse ins Unendliche erstreckt.

Die Randfunktionen lauten

f(x) = x° und g(x) = iz
X
1 i |
2 3
Flache Aa: _([x dx = gx = g_() -
FIécheAz:
. y _ k1 . | k
I}EI}O.!g(X) dx = kh_r)lolo 1 ?dx = kh_I};lo |:_;:|1

Gesamtflache: Agesamt - g

L ]

12

W | —




Auswahl: Wiéihlen Sie von den folgenden 4 Aufgaben (10 — 13)
bitte zwei zur Bearbeitung aus!

Aufgabe 10: Extremwertaufgabe | 10

Gegeben sei die Funktion
f(x) = %x2(4—x) mitxe[0;4] AU

Firr jedes u > 0 sind die Eckpunkte eines Dreiecks
wie folgt festgelegt: Y
A(0/0) B (u/0) C(u/f(u))

Bestimmen Sie den Wert fiir u nun so, dass dieses \

Dreieck maximalen Flacheninhalt hat. ' ] ' J

Zielfunktion : A(g,h)=%~g~h - A(x,y):%w-y

Nebenbedingung : f(x) = —x (4—x)
. RN S YRR SN 0 SR SIS SN S
Ansatz : A(x)—2 X 4x (4 x) 8x (4 x) 2x 8x
A'(x) = éxz—lx3=0 — (i—lxjf:O — x=3 und x=0
2 2 2
3, 27
A"(x) = 3x—5x - A"(3) = 9—? = —45<0 —> MAX

Die Losung x = 0 stellt keine Loésungsoption dar, da diese eine doppelte Lésung in der 1. Ableitung
ist und damit auf eine Wendestelle schlieRen lasst.

Aufgabe 11: Extremwertaufgabe Il 10

Die Katheten eines Dreiecks sind zusammen 12 cm lang.
Wie groR sind die Katheten x und y zu wahlen, damit das Quadrat F tiber der
Hypotenuse z moglichst klein wird?

Welchen Wert besitzt die gesuchte Quadratflache?

Zielfunktion : A(x,y) =x"+’

Nebenbedingung: 12 = x+y — y=12—-x

Ansatz: A(x,y)=x"+(12-x)" =x* +144 - 24x + x* =2x> - 24x+144
A'(x) = 4x-24=0 > x=6 —> y=6

A"(x) = 4>0 > MIN —> A(6;6)=36+36:72

A )



Aufgabe 12: Rekonstruktion |
Eine ganzrationale Funktion 3. Grades ist punktsymmetrisch zum Ursprung, hat 10
ein Maximum bei x = \/g, eine weitere Nullstelle bei x = 3 und schlieflt im
I. Quadranten mit der x-Achse eine Flache mit dem Inhalt 4 =% ein.
Bestimmen Sie die Funktionsvorschrift.
f(x):ax +cx f'(x):3ax +c F(x):zax +Ecx
(i) f'(\/§)=3a-\/§2+c=0 - 9a+c=0 —> c=-9a
(z'i) f(?)):a-33 +c¢-3=0 — 27a+3c=0
3
(iii) {lax4 +lcx2} :2 - ﬁa+2c :2 ey ﬁa+2(—9a) :2
4 2 o 4 4 2 4 4 2 4
81 81 9 81
—a——a=— ——a=— > a=—— — c=
2 4

- f(x)z(—gj)f +Xx
Aufgabe 13: Rekonstruktion Il 10

Eine ganzrationale hat folgende Eigenschaften:

l|g (3) =0 Der Punkt P(3 / 0) liegt auf dem Graphen der Funktion g(x).
An der Stelle x = 3 besitzt die Funktion g(x) die Steigung m = 0;

2| g '(3) =0 _
also eine waagrechte Tangente.
3| o (1) 20 An der Stelle x = 1 besitzt die Funktion eine positve Steigung bzw.
& ist streng monoton steigend.
An der Stelle x = 4 hat der Graph der Funktion eine zunehmende Steigung
41g"(4)>0

=> ist linksgekriimmt.

Im Intervall I = [0 ; 6] sind die Flachen des Graphen unterhalb und
oberhalb mit der x-Achse gleich grof3.

Welche Bedeutung haben die jeweiligen Angaben fiir den Graphen?

Skizzieren Sie einen moglichen Graphen, auf den alle Angaben zutreffen im Intervall I = [0 ; 6].
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