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Aufgabennummer maximale |erreichte Bemerkungen
9 Punkte | Punkte 9
Al:
Ubergangsmatrizen und stat. 15
Gleichgewicht
A2: 15
Diff.-Rg | (Extrema mit NB)
A3: 15
Diff.-Rg Il (Extrema ohne NB)
A4 . 15
Lineare Optimierung
A 5: Statistik | - Mittelwerte &
. 15

Streumale (klassiert)
A 6: Statistik Il - Mittelwerte &
StreumalRe (diskret / Einzel- 15
werte)
A 7: Statistik Il - 15
Gini-Koeffizient & Lorenzkurve
A 8: Statistik IV -
Regression und Korrelation & 15
Warenkorbmethode mit Preisin-
dizes

Summe 20




Klausur QR-Methoden

(1) Matrizen und Vektoren:

Ubergangsmatrizen & Statisches Gleichgewicht
Zwischen drei Regionen A, B und C findet ein Bevolkerungsaustausch durch Umzlige statt. Das Dia-
gramm zeigt diesen Austausch in Anteilen innerhalb eines Jahres.

Die Einwohnerzahlen in Tausend betrugen 2025 zu Beginn der Modellierung:
Region A: 200.000 Region B: 150.000 Region C: 50.000
a) Bilden Sie die Ubergangsmatrix und den Verteilungsvektor.

Losung:

0,4 0,4 0,1 0,500
U = 102 0,2 0,3 Pas = | 0,375
0,4 0,4 0,6 0,125




b) Wie wird sich die Verteilung der Bevolkerung in den kommenden
beiden Jahren (2026 — 2027) entwickeln?

Losung:
0,500 0,3625 0,3625 0,2725
P = U-[0,375| = |0,2125 Py = U-0,2125| = |0,2425
0,125 0,4250 0,4250 0,4850
200.000 145.000 145.000 109.000
Pone = U-|150.000 | = | 85.000 Py = U-| 85000 | = | 97.000
50.000 170.000 170.000 194.000

c) Bestimmen Sie das statische Gleichgewicht zu dieser Situation.

Losung:
-0,6 0,4 0,1)(x 0
(U-E)-x=0 —==15 102 -0,8 03[|y|=[0
1 1 1 z 1
X 0,25 X 100.000
— |y |=]0,25] oder |y |=|100.000
z 0,50 z 200.000
(2) Differentialrechnung I: Extrema mit Nebenbedingung
Gegeben sei folgende Produktionsfunktion: f(x, y) =6-x" .y0,8

Eine Mengeneinheit firr x kostet k GE, der Preis fiir eine Mengeneinheit
von y liegt bei 1,5k GE mit k > 0.
Insgesamt steht ein Budget von b = 4.500 GE zur Verfligung.

a) Bestimmen Sie das optimale Produktionsprogramm mit Hilfe des
Lagrangeansatzes in Abhadngigkeit von k.



Lésung:

L(x,y,/l) = 6-x°’2-y0’8+ﬂ(4.500—kx—1,5ky)

0,8 0.8
Y- L2 y~
L(xyd) = 1255k = 0 > 4 = ==
0,2 0,2
L(xpd) = 485 —15ki = 0 > 2 = 25X
’ ¥ 1,5k y
L,2 y* 4,8 x"?
Austauschverhdltnis © = -yog = .8 .xoz - y = §-x
X" L5k y~ 3

k
i NB 4500 = he+l5ky — 4.500 = lcx+1,5k§-x > 4500 = kc+dk-x

S 4500 = Skx o x = 20,0, o 2008 2400
k k 3 k
b) Die Produktionsmenge von x soll im Intervall [450 ; 1.800] liegen.

Ermitteln Sie daraus den Wertebereich fiir k und bestimmen Sie
den Produktionsbereich fir y.

Losung:
_>x1:9%0:450—>k1:2 2400
000 - ke[0,5;2] ——%— ye[1.200;4.800]
und x, = - 1800 — £,=0,5
c) Welchen Wert besitzt der Lagrangeparameter A im Maximumfall und

welche 6konomische Aussage kann hier getroffen werden, wenn sich
das Budget b um 100 GE erhoht?

Anmerkung: Auf einen Nachweis des Maximums kann hier verzichtet werden!

Losung:
8 0,8
L2 )% 12 (3xj L2 (8)* 2,63
—> /1 = T,S = . 08 = o = —
k x k X k \3 k
% Af = 100-4 = 100-2’](63 = %[Produktionszuwachs]



(3) Differentialrechnung II: Extrema ohne Nebenbedingungen

Gegeben sei folgende Funktion:

1
f(xp.z) = 2OO+5x2y—2y2—2x2—322+4xy+\/8,25-xz

a) Zeigen Sie, dass nur drei stationare Stellen vorliegen.

b) Prifen Sie die stationaren Stellen auf Extremwerteigenschaft.

Loésung:

f(x,y,Z) = 200+%x2y—2y2—2x2—322+4xy+\/8,25-xz

f;g(x:yaz) = xy_4x+4y+‘\/8,252 = 0
|

fy(xayaz) = §X2—4y+4x = 0 —> y = %x2+x
f;(x,y,Z) = —6z+ 8,25'X = 0 » z = 8’625x
R x-(lx2+xj—4x+4-(lx2+xj+ 8,25 8,25 = 0
8 8 6

- lx3+x2—4x+lx2+4x+8’25-x = 0 - x'(lx2+§xﬂ“ﬂj - 0

8 2 8 27 8
- x=0 v x*+12x+11=0

—12++144-44 —-12%10

oder — Xy = = > x=-1 v x,=-11

2 2
Stationdire Stellen :

71 33 33| 11-4/33
S1(0|0|0|f1) SZL—I‘—g‘—F‘]{Zj SSL—ll‘g‘— 2 ‘ﬁj oder

1

Stationdre Stellen :
SI(O | 0 | 0 | fl) Sz(—l | -0,875 | —0,4787 | fz) S3(—11 | 4,125 | -5,2658 | f3)

Hesse — Matrix :

y—4 x+4 48,25
H(f): x+4 4 0

V8,25 0 —6



Hesse— Matrix :

y—4 x+4 825
H(f)= x+4 -4 0

{825 0 —6

= S5(0]0]0] 1)

f.=-4<0
D 4 4 indefinit w/det(H,)=33>0
— — >
> H(f)=| 4 -4 0 | det(H,)=det _o} Mdefimitwidet(
4 -4 kein Extremum
825 0 -6

det(H,)=33>0
- S,(~1]-0,875 | -0,4787 | f,)

=-4,875<0
—4,875 3 /8,25 S . .
—-4,875 3 negativ definit
— H(f)= 3 -4 0 det(H, ) = det >0

4
325 0 -6

det(H,)=-30<0
S S,(=11] 4,125 | -5,2658 | f,)

Maximum

f..=0,125>0
0,125 -7 8,25
0,125 -7 indefinit w/det(H,) <0
- H(f): -7 -4 0 det(Hz):det <0
-7 -4 kein Extremum

52 0 -6 det(H,)=330>0



Option:

1
f(x,y) = 200+5x2y—2y2—2x2+4xy
Loésung:
f(x,y) = 200+%x2y—2y2—2x2+4xy
fx(x,y) = xy—4x+4y = 0
fy(x,y) = %x2—4y+4x =0 > y = —x'+x
in f 1, 1,
— X gx +x |—4x+4- gx +x| = 0
— lx3+x2—4x+lxz+4x = 0 xz-(liréj = 0
8 2 g8 2

— x=0[d0ppelt] v ox=-12

Stationdre Stellen :

S(010]4) S(-12]6]1)

Hesse — Matrix :

()=

- Sl(0|0

— S, (12

y—4 x+4
x+4

—4

|

) - H(f){_4 )

B

f..=—4<0 negativ definit
det (

|

|

-8
4

Maximum
0 indefinit

—72<0 kein Extremum

H):O
f.=2>
det(H)

2

61 £) > H()=|



(4) Lineare Optimierung

Ein Betrieb stellt auf drei Maschinen verschiedene Produkte her. Die Bearbeitungszeiten in Minuten
fir die Produkte A und B und deren Verkaufspreise sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst:

Produkt A Produkt B Kapazitat in Minuten
Maschine 1 5 3 120
Maschine 2 3 3 81
Maschine 3 3 6 120
Verkaufspreis Produkt A: 20,00 € Verkaufspreis Produkt B: 30,00 €

Gesucht ist das umsatzmaximierende Produktionsprogramm.
a) Stellen mittels graphischer Loésung das optimale Produktionsprogramm dar,
bestimmen Sie das Gewinnmaximum und geben Sie die L6sung an.
Loésung:

\28\

26

E m

D
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 28 28 30
Gmax (14 /13)=20*14+13*30=670

Unter Anwendung des Simplex-Verfahrens soll das optimale Produktionsprogramm
der Unternehmung mit dem Ziel der Maximierung des Gewinns bestimmt werden.
Nach einigen Umformungsschritten mittels Simplexalgorithmus gelangen Sie auf Tableau 1:

X1 X2 u1 uz us b Umformung
I 3,5 0 1 0 -0,5 60
n | 15 0 0 1 -0,5 21
m | o,5 1 0 0 % 20
ZF 5 0 (] 0 -5 G - 600

32



b) Woran erkennt man bei Tableau 1, dass noch weiter gerechnet werden muss?

Lésung: In der Zeile ZF (Zielfunktion) befindet sich noch eine positive Zahl.

c) Bestimmen Sie das Pivot-Element von Tableau 1. Erklaren Sie dabei Ihre Vorgehensweise.

Losung:
= Pivotspalte x1 wegen positiven ZF-Wert

= Division der Werte der Ergebnisspalte b mit den Koeffizienten in der Pivotspalte

= Wabhl des kleinsten Quotienten wegen Restriktion

d) Erstellen Sie nun ausgehend von Tableau 1 das Endtableau, geben Sie die vollstandige

Lésung an.
X1 X2 ux uz us b Umformung
| 3,5 0 1 0 -0,5 60
I 1,5 0 (] 1 -0,5 21
i 0,5 1 0 0 1 20
6
ZF 5 0 0 0 -5 G - 600
| 3,5 0 1 0 -0,5 60 60/3,5 = 120/7
I 1,5 0 0 1 -0,5 21 21/1,5=14=>ii/1,5
1
1 0,5 1 0 0 s 20 20/0,5 =40
ZF 5 0 0 0 -5 G - 600
| 3,5 0 1 0 -0,5 60 i —3,5ii
2 1
| 1 0 0 — —— 14
3 3
1 .
1] 0,5 1 0 0 g 20 iii - 0,5ii
ZF 5 0 0 0 -5 G - 600 ZF - 5ii
7 2
I 0 0 1 —— — 11 ui=11
3 3
2 1
| 1 0 0 — —— 14 x1=14
3 3
1 1
1 0 1 0 —— — 13 x2=13
3 3
10 10




(5) Deskriptive Statistik I:

Eine Umfrage unter 240 Schiilern ergab folgende Verteilung des
monatlichen Taschengeldes in €:

Haufigkeitsverteilung / Mittelwerte / StreumaRe (klassiert)

Klasse | 0<x<5|5<x<10|10<x<20|20<x<30|30<x<50|50<x<L75
rel. H. X% 1,5x % 2x % 15% 3x % X %
a) Fillen Sie die Tabelle anhand der Angaben korrekt aus.
Anlage: Tabelle zur Bearbeitung
P - Kum. rel. Klassen- Klassen- Haufig-
Klasse Abs. Hkeit | Rel. H'keit H'keit mitte breite keitsdichte
Klasse | abs. H'keit | rel. H'keit kur:n. r.el. KM KB HDI
H'keit
[0; 5] 24 0,10 0,10 2,5 5 4,80
[5; 10 36 0,15 0,25 7,5 5 7,20
[10; 20[ 48 0,20 0,45 15 10 4,80
[20; 30[ 36 0,15 0,60 25 10 3,60
[30; 50[ 72 0,30 0,90 40 20 3,60
[50; 75] 24 0,10 1,00 62,5 25 0,96
Summe 240 1 --- 75
NR: 240=85x+36 => 204=85x => x=24
b) Ermitteln Sie das arithmetische Mittel.
Losung:
_ k n. k _
x = Z[(xi )m -—’} = Z[(xl. )m -pl.] - x = 26,375
i=1 n i=1

mit (x, )m als Klassenmitte und p, = % 2 relative Haufigkeit der Klasse i
n




c) Berechnen Sie die Varianz und die Standardabweichung.
Losung:

Definitions n _2
ZESINEND 3 [

formel pay

Rechen n 5 v2
ZONNE ORI

i=1

= S(X) =V (X)

mit (x, )m als Klassenmitte und p, als relative Haufigkeit der Klasse i

Varianz: | 322,796875
StdAbw: | 17,9665488

d) Bestimmen Sie den Median, die beiden Quartilwerte und den Modus.
Losung:
— 10-(0,5—0,45)
x, = 20+ = 23,33
0,15
— _ 5(0,25-0,10) — 20-(0,75-0,60)
q, =5+ =10 und ¢q,=30+ =40
0,15 0,30
Modlus : Pl =72 5 mod ale Klasse : [5;10] —> x4 =7.5
e) Wie viel Taschengeld geben die Eltern insgesamt monatlich aus?
Losung:

Gesamtausgabe : 240-x = 240-26,375 = 6.330,00



(6) Deskriptive Statistik II: Haufigkeitsverteilung / Mittelwerte / StreumaRe (Einzelwerte)

Teil 1:

Es wurden insgesamt 24 Proben von Marillen auf Rickstande von Pflanzenschutzmitteln hin
untersucht (siehe nachstehende Tabellg).

Anzahl dgr festgestellten Pflanzen- Anzahl der Proben
schutzmittel pro Probe

1 4

2 10

3 3

4 2

5 2

6 3

Bestimmen Sie das arithmetische Mittel und die Standardabweichung der Anzahl
der festgestellten Pflanzenschutzmittel.

Losung

e e I s A 7
i Anzahl Pfl abs. H'keit rel. H'keit Anz * abs quadr. gew i
1 |
i 1 4 0,167 4 1 0,167 i
i 2 10 0,417 20 4 1,667 i
1 |
. 3 3 0,125 9 9 1,125 |
i 4 2 0,083 8 16 1,333 !
i 5 2 0,083 10 25 2,083 i
| 6 3 0,125 18 36 4,500 MWA2 |
| Summe 24 1 69 10,875 minus | 8,26563 |
| i
1 |
i MwW| 2,875 Varianz | 2,609375 !
T N A _— L. | _Istdabw | 1615856 | | ]
Teil 2:

Im Zuge der Qualitatsprifung wurde von 30 Glasemn mit Himbeermarmelade jeweils die Fill-
menge erhoben und auf Gramm (g) gerundet. Die Ergebnisse dieser Qualitateprifung sind im
nachstehenden Saulendiagramm dargestellt.

14 -

12

-
=
|

Anzahl der Gléser
[25]
1

o |

248 249 250 251 252
Flllmeangs in g

a) Zeichnen Sie in obigem Diagramm die fehlende Saule ein und ermitteln Sie
b) den Modus,

c) den Median

d) und die beiden Quartile.



Lésung:

Im Zuge der Qualitatsprifung wurde von 30 Glasern mit Himbeermarmelade jeweils die Flll-
menge erhoben und auf Gramm (g) gerundet. Die BErgebnisse dieser Qualitatepriifung sind im
nachstehenden Saulendiagramm dargestellt.

14
12
5 10
&
08
&
E G
< 4
2
o
248 249 250
Flillmenge in g
NR: 30-1-12-8-3 = 6
Modus: 250 Gramm (12 Glaser => groRte Anzahl)
Median:
fiir n gerade 1 X +x _ n=30 1 1
X, = —( n n+1) - x, = —(xs+x5) = =(250+250) = 250
2\ 2 2 2
Quartile:
fiir (n-p)
__ nicht ganzzahlig N
Xp = Xplt > Xp T Xaoopsn T X T 250
fiir (n-p)
__ nicht ganzzahlig N
Xp = Xuplt 7 X T Xpoosspn T X3 T 251

p=0,25—>qgl und p=0,75—->q3



(7) Deskriptive Statistik Ill: Gini-Koeffizient & Lorenzkurve

Im Landkreis Statistika gibt es 5 Krankenkassen (x-Achse), wobei sich die Gesamtzahl der 2 Mio.
Mitglieder (y-Achse) wie folgt aufteilt:

Krankenkasse Absolute Mitgliederanzahl Relative Mitgliederanzahl
KMK 200.000
KDA 400.000
MKD 200.000
Zwerg
Hightower 0,5

Zeichnen Sie die dazugehorige Lorenzkurve und berechnen Sie den Gini-Koeffizient.

Losung:

&




Tabellen ausgefiillt

Krankenkasse rel. H'keit | kum. Rel. H'keit . A.hsulute . H:ela‘llve kum. Rel. H'keit
Mitgliederanzahl| Mitgliederanzahl
KMK 0,20 0,20 200.000 0,1 0,1
KDA 0,20 0,40 400.000 0,2 0,3
MKD 0,20 0,60 200.000 0,1 0,4
Zwerg 0,20 0,80 200.000 0,1 0,5
Hightower 0,20 1,00 1.000.000 0,5 1
2.000.000

Tabellen entsprechend der Mitgliederanzahl geordnet

Krankenkasse TEI'. kum. Rel. H'keit At.xsolute Mit- | Relative Mitglie- kum. rel. H'keit
H'keit gliederanzahl deranzahl
KMK; MKD; Zwerg| 0,60 0,60 600.000 0,3 0,3
KDA 0,20 0,80 400.000 0,2 0,5
Hightower 0,20 1,00 1.000.000 0,5 1
1 2.000.000 1

Gini-Koeffizient: GK=0,36
Normierter Gini-Koeffizient: norm. GK = 0,36 * 5/4 = 0,45

. - . 2
Wegen K_, = 11 folgt normierte Gini-Koeffizient: norm. Gini = K - ) SLye) e
2 2n n-1 n-1 n-1

Nebenrechnungen — Flachen unter der Lorenzkurve:
Al1=05*%06%*0,3=009 A2=05%*(0,3+0,5)*0,2=0,08 A3=05*(0,5+1)*0,2=0,15
A (gesamt) = 0,09 + 0,08 + 0,15 = 0,32 => KF=0,5-0,32=0,18




(8) Deskriptive Statistik IV:

Regression und Korrelation & Warenkorbmethode mit Preisindizes

Teil 1:

In einem Labor wurde fiir 13 Stahlstabe gleicher Lange
und gleichen Querschnitts, aber unterschiedlichen Kohlen-
stoffgehalts, die Zugfestigkeit s gemessen.

Es ergab sich nebenstehendes Messergebnis:

i.  Ermitteln Sie die zugehorige
Regressionsgerade s(C).

ii.  Wie hoch ist die voraussichtlich Zugfestigkeit
bei einem C-Gehalt von 0,9 %?

iii.  Welcher C-Gehalt muss vorliegen, wenn eine
Zugfestigkeit 150 N/mm? gewiinscht wird?

iv.  Berechnen Sie den zugehdrigen Korrelationskoeffizient
nach Pearson.

Losung:

a) Regressionsgerade: y = 25,19+94,73x

25,19+94,73-0,9 —» y =

o

) oy o=
) 150 =
)

enge positive Korrelation:

o o

0,9955

Vv =

.. 1 Zugfestigkeit
-C—Gehalt (in%) in Nfmm?
e 010 3580
0.30 5220
0.15 20,00
0.60 8400
0,70 8350
0,20 4340
0,50 7210
.0.20 4450
e 0305680
0.15 38.70
0.55 78 30
e 060 8220
0,20 4110

110,45
25,19+494,73-x —> x = 13175[%]




Teil 2: Warenkorbmethode und Preisindexberechnung

Ein Unternehmen hat eine Preis-Mengen-Ubersicht fiir die bezogenen Giiter A, B und C angefertigt.

Gut Preise Mengen
2020 2025 2020 2025
A 10 15 60 50
B 25 20 40 70
C 30 40 80 60

a) Ermitteln Sie hierzu die Preisindizes nach Laspeyres und Paasche.

Loésung:
15-60+20-40+40-80 4.900

mitieN — L, = = 70 = 11,2250
10-60+25-40+30-80 4.000

N s P - 15-50+20-70+40-60 4550 L1234
r 10-50+25-70+30-60 4.050 ’

I = Zpli "o
’ ZPOi “qo;
p = Zpli "4

o Zp()i "4

b) Berechnen Sie den Preisindex nach Fisher.

Losung:
F, = LP 'PP

P

geometr. Mittel — F, = \/1,2250-1,1234 = 1,1731

c) Wie hoch ist die jahrliche Inflationsrate auf der Grundlage der Daten nach Laspeyres?

Loésung:

p = 12250 > p = (3,2250-1)-100 =

L, = 4,1423[%]



