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���	 ( ) ( )2 2, 3 2 16f x y x xy= − + − 	 	

( ) ( ) ( )2, ,
2 3 2 4

f x y f x y
x y xy

x y

∂ ∂
= − + =

∂ ∂ 	

	

���	 ( ) 2 3 2 7, 3 4 yf x y x y xy x e= + + 	

( ) ( )3 7 2 2 2 7, ,
6 4 2 9 4 7y yf x y f x y

xy y xe x y x x e
x y

∂ ∂
= + + = + +

∂ ∂ 	

	

���	 ( ) ( ) ( )
3

2,f x y xy xy x y= + ⋅ − 	 	

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2 2

2
2

,
3

2

,
3 2

2

f x y y
xy y x y x y

x x

f x y x
xy xy x y xy

y y

∂
= ⋅ + ⋅ − +

∂
∂

= ⋅ + ⋅ − −
∂

	

	

���	 ( ) 2 2, 3 4 5 4f x y x y xy y= − + + 	

( ) ( ), ,
6 5 8 5 4

f x y f x y
x y y x

x y

∂ ∂
= + = − + +

∂ ∂ 	

	

���	 ( ) 2

5
, x yx

f x y e
y

+= ⋅ 	 	 	 	

( ) ( )
2 2 3 2

, ,5 5 10 5
1 1x y x y x y x yf x y f x yx x x

e e e e
x y y y y y

+ + + +∂ ∂
= ⋅ + ⋅ ⋅ = − ⋅ + ⋅ ⋅

∂ ∂ 	

	



 ��	 ( )
4 2

2

3
,

3 2

x x y
f x y

x y

−=
+ 	

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

3 2 4 2

22

2 2 4 2

22

4 6 3 2 3 3,

3 2

3 3 2 4 3,

3 2

x xy x y x x yf x y

x x y

x x y y x x yf x y

y x y

− + − −∂
=

∂ +

+ − −∂
=

∂ +

	

	

!��	 ( )
2

2 4
5

, 5 8
y

f x y x y
x

= + 	 	 	

( ) ( )2
4 2 3

6 5

, ,
10 40 20 16

f x y f x yy y
xy x y

x x y x

∂ ∂
= − = +

∂ ∂ 	

	

"��	 ( ) 2 4 5, x yf x y x e += ⋅ 	

( ) ( )4 5 2 4 5 2 4 5, ,
2 4 5x y x y x yf x y f x y

x e x e x e
x y

+ + +∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = ⋅

∂ ∂ 	

	

#��	 ( ) ( )2 2, ln xyf x y x x y e−= ⋅ ⋅ − 	 	

( ) ( ) ( )2 2 2 2, ,
2 ln 2 2xy xyf x y f x yy x

x x y x ye x xe
x x y y x y

− −∂ ∂
= ⋅ ⋅ + ⋅ + = ⋅ +

∂ ⋅ ∂ ⋅ 	

	

�$��	 ( ) ( )1, 4f x y x y αα −= 	

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

11
1 1

1

,
4 4 4

,
4 1 4 1 4 1

f x y y y
x y

x xx

f x y x x
x y

y y y

αα
α α

α

αα
α α

α

α α α

α α α

−−
− −

−

−

∂ � �= = = � �∂ � �

∂ � �= − = − = − � �∂ � �
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����	 ( ) ( )3 2,
y

f x y x y= 	 	 	 	

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 2 3 2

3 1 2 3 1 2 1

1 3 1 2 13 2 2 2 2 3 3 1 2 1

Umformung der Funktion zur Ermittlung der partiellen Ableitung nach x:

,

,
3 3

:

,
3 3 3

Umformung der Funktion zu

y y y

y y y y

y y y y y

f x y x y x y

f x y
y x y x y

x
oder

f x y
y x y x y x y x y x y

x

− − +

− ⋅ − ⋅ − − +

= =

∂
= =

∂

∂
= ⋅ = ⋅ =

∂

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 2 3 2

3 2 3 2

ln ln3 2

ln ln3 2 3 3 2
3 2

r Ermittlung der partiellen Ableitung nach y:

,

, 1
1 ln 2 ln 2

y
y x y y x y

y x y y x y

f x y x y e e

f x y
e x y y x y e x y

y x y

⋅

⋅ ⋅

= = =

∂ � �
� �= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ +	 
 � �∂ � �

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	



����	 ( ) 3, 2 lnx x
f x y y

y

� �
= ⋅ � �

� �
	

( )

( )

33 ln 3 ln

3 ln 3 ln

3 3

Umformung zur Ermittlung der partiellen Ableitung nach x:

, 2 ln 2 ln 2 ln

, 1
2 3ln ln 2

1
2 3ln ln

xx y x y

x y x y

x x

x x x
f x y y e e

y y y

f x y x y
e y e

x y x y

x
y y y

y x

⋅

⋅ ⋅

� � � � � �
= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅� � � � � �

� � � � � �

∂ � �
= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅� �∂ � �

� �� �
= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅	 � �

� ��

( ) 3 1 3
2

3 1 3 1 3 1

,
2 3 ln 2

6 ln 2 2 3 ln 1

x x

x x x

f x y x y x
xy y

y y x y

x x
xy y y x

y y

−

− − −



�

∂ � � � �
= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ −� � � �∂ � � � �

� �� � � �
= ⋅ − = ⋅ ⋅ −	 
� � � �

� � � �� � 	
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%������	���	&��	'��&�������(�������	 ( ) 0,8 0,2, 90f A K A K= �	

)�
������	*��	&��	+��������	%���,+��&����-��.�	(��	&��	���&��	/�+��(�������		

(��	0	1	�$$$	��&	2	1	�$$�	

	

	

( )
( )

( )

0,8 0,2

0,2 0,2
0,2 0,2

0,8 0,8
0,8 0,8

, 90

, 1.000
72 72 72 99,34

200

, 1.000
18 18 18 65,23

200

Werte einsetzen

Werte einsetzen

f A K A K

f A K K
A K

A A

f A K A
A K

K K

−

−

=

∂ � � � �= = ⋅ → ⋅ ≈� � � �∂ � � � �

∂ � � � �= = ⋅ → ⋅ ≈� � � �∂ � � � �
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)�
������	*��	&��	�������.���	*������	��&	+��(��	*��	&��	����������	��(	)3���
�	

���	 ( ) 2 21
, 2 4 2 3

2
f x y x xy y x y= + + + + + 	

	

( )

( )

( ) ( )( )

!

!

,
2 4 0 4 2

,
2 2 2 0 1

3 2

:

1 01 2

2 02 2

  indefinit 

nach x auflösen

nach x auflösen

gleichsetzen einsetzen

xxAuswertung

f x y
x y x y

x
f x y

x y x y
y

y x

Hesse Matrix

f
H f

Det H f

∂
= + + = → = − −

∂
∂

= + + = → = − −
∂

→ = − → =
−

= >
� � �= → �� � = − <�� � �

�    kein Extremwert, sondern Sattelpunkt�

	

	



���	 ( ) 2 21
, 2 2 4 7

2
f x y x xy y x y= + + + + − 	

( )

( )

( ) ( )( )

!

!

,
2 2 2 0 1

, 1
2 4 0 2

2

2 3

:

2 02 2

2 02 1

  indefinit

nach x auflösen

nach x auflösen

gleichsetzen einsetzen

xxAuswertung

f x y
x y x y

x
f x y

x y x y
y

y x

Hesse Matrix

f
H f

Det H f

∂
= + + = → = − −

∂
∂

= + + = → = − −
∂

→ = → = −
−

= >
� � �= → �� � = − <�� � �

�     kein Extremwert, sondern Sattelpunkt�
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���	 ( ) 3 2, 3f x y y x y= − 	

	

( )

( )

( ) ( )

( )( )

!
;

!
2 2 2 2

0 0

,
6 0 0

,
3 3 0

:

6 6 0 0

6 6 0 0

0
  semidefinit    keine Au

0

nach x y auflösen

nach x auflösen

x und y einsetzen

xx

f x y
xy x y

x
f x y

y x x y
y

Hesse Matrix

y x
H f H f

x y

f

Det H f

= =

∂
= − = → = =

∂
∂

= − = → =
∂

−
− −� � � �

= → =� � � �−� � � �

=
�
� �� =��

ssage möglich

	

	

	

	



���	 ( ) 2 2, 3 3 3 9 1f x y x xy y x= + + − + 	

	

( )

( )

( ) ( )( )

!

!

, 3 1
6 3 9 0

2 2
,

3 6 0 2

1 2

:

6 06 3

27 03 6

  positiv def

nach x auflösen

nach x auflösen

gleichsetzen einsetzen

xxAuswertung

f x y
x y x y

x
f x y

x y x y
y

y x

Hesse Matrix

f
H f

Det H f

∂
= + − = → = −

∂
∂

= + = → = −
∂

→ = − → =
−

= >
� � �= → �� � = >�� � �

�

( )
init    Minimum

Min 2 1 8

�

� − −
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���	 ( ) 3 3 2, 3 3 36f x y x y y x= + − − 	

	

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
1

!
2

1 2

!
2

1 2

1 2 3 4

,
9 36 0 2 2

,
3 6 0 0 2

:

18 0

0 6 6

Auswertung von 4 stationären Stellen:

2 0 2 2 2 0 2 2

36 0
2 0

0 6

nach x auflösen

nach y auflösen

Ausw
P

f x y
x x x

x
f x y

y y y y
y

Hesse Matrix

x
H f

y

P P P P

H f

∂
= − = → = ∧ = −

∂
∂

= − = → = ∧ =
∂

−

� �
= � �−� �

− −

� �= � �−� � ( )( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( )

2

3

36 0

216 0

  indefinit    Sattelpunkt

36 036 0
2 2

216 00 6

  positiv definit    Minimum Min 2 2 52

36 0
2 0

0 6

xxertung

xxAuswertung
P

xxAuswertung
P

f

Det H f

f
H f

Det H f

f
H f

= >
�→ � = − <��

� �

= >
� � �= → �� � = >�� � �

� � � −

=−� �
− = →� �−� � ( )( )

( )

( )( ) ( )( )4

36 0

216 0

  negativ definit    Maximum Max 2 0 48

36 036 0
2 2

216 00 6

  indefinit    Sattelpunkt

xxAuswertung
P

Det H f

f
H f

Det H f

− <
�
� = >��

� � � −

= − <
−� � �− = → �� � = − <�� � �

� �

	



	
	

	

�
�
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����

�
�

��
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���	 ( ) 2, 2 : 2 6f x y x xy NB y x= − = − 	

( ) ( )
( )

( )

2

!

!

y einsetzen in NB

: , , 2 6 2

, ,
2 2 2 0

, ,
2 0 2

2

2 2

nach auflösen

nach auflösen

gleichsetzen nach y auflösen

Lagrangeansatz L x y x xy x y

L x y
x y x y

x
L x y

x x
y

x y x y x

x y

λ

λ

λ λ
λ

λ λ

λ
λ λ

= − + − +

∂
= − − = → = −

∂
∂

= − + = → =
∂

→ − = → = −

→ = � = −

	

	

	

	

���	 ( ) 0,4 0,6, 10 :8 3 100f x y x y NB x y= + = 	

( ) ( )
( )

( )

0,4 0,6

0,6 0,6!

0,6 0,6

0,4 0,4!

0,4 0,4

0,6 0,4

0,6 0,4

: , , 10 100 8 3

, ,
4 8 0

2
, , 2

6 3 0

2

2

nach auflösen

nach auflösen

gleichsetzen nach y auflös

Lagrangeansatz L x y x y x y

L x y y y

x x x
L x y x x

y y y

y x

x y

λ

λ

λ λ
λ

λ λ

λ
λ λ

= + − −

∂
= − = → =

∂
∂

= − = → =
∂

→ =

y einsetzen in NB

4

5 20

en y x

x y

→ =

→ = � =

	

	



���	 %������	���	&��	'��&�������(�������	 ( ) 0,7 0,3, 10f x y x y= 	��4��	&��		

����������	������������	��	1	��	%)	��&	��	1	�"	%)�	

��	 )��������	*��	&��	2�����(��������	

��	 					)�
������	*��	&��	����
����������
��������	���	����
	5��+��	-��	�$$�	

6�	 					)�
������	*��	&��	
�3�
����	5��+��	(��	&��	%���
�������	-��	�$$�	

	

) ( )

)
( ) ( )

( )

( )

0,7 0,3

0,3 0,3!

0,3 0,3

0,7 0,7!

0,7 0,7

: , 12 18

: , , 12 18 200 10

, , 12
12 7 0

7

, , 6
18 3 0

nach auflösen

nach auflösen

gleichsetzen

a Kostenfunktion K x y x y

b

Lagrangeansatz L x y x y x y

L x y y x

x x y

L x y x y

y y x

λ

λ

λ λ

λ
λ λ

λ
λ λ

= +

= + + −

∂
= − = → =

∂
∂

= − = → =
∂

)

0,3 0,7

0,3 0,7

y einsetzen in NB

12 6 2

7 7

29,12 8,32 499,28

2
Austauschverhältnis         bleibt bestehen, weil nur Zielfunktion 

7
und NB vertauscht werden  

nach y auflösen

Min

x y
y x

y x

x y K

c

y x

→ = → =

→ ≈ � ≈ � ≈

=

�

y einsetzen in NB: 

  Neue NB:    400=12x+18y

1 2
23 6 160,24

3 3 Maxx y f→ = � = � ≈
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���	 *��&���	7�&�	'(�((��	���	�����	��	8	���	��6��	9�	��	�������	��&	&������	���	��		

��������	����	+�������6���	:�����(��&��;	4��6���	(���������	��	(�����&��	:����		

&�(������	4��&��	����		 ( ) 0,5 0,5, 2f B E B E= 	�+��
��	,�	��(���&�����	

)�	����	����	���������	2�
��������	,4��6���	<=����	��&	)=�&�������	4.�����	

9��	)�&�����	������	�	8	=+��	>����	��&	&��	%���	<���	������	�;�$	8�	

:��	-����	>����	)�&�����	��&	4��	-����	%�.���	<���	����	'(�((��	���	�����
	<�&���		

�����
�����;	�
	����	:�����(��&��	
�3�
��	,�	���������?	

		

	

( ) ( )
( )

( )

!

!

E einsetzen in NB

: , , 2 12 1,5

, , 2
1,5 0

3

, ,
0

2 3

23

4

nach auflösen

nach auflösen

gleichsetzen nach E auflösen

Lagrangeansatz L B E B E E B

L B E E E

B B B

L B E B B

E E E

E B
E B

B E

B E

λ

λ

λ λ

λ
λ λ

λ
λ λ

= ⋅ + − −

∂
= − = → =

∂
∂

= − = → =
∂

→ = → =

→ = � = ( )6 4;6 2 4 6 4 6f� = ⋅ ⋅ =

	

	

	

	

	

���	 %������	���	&��	'��&�������(�������@	 ( ) 2 2, 500 800 2f E A E A EA E A= + + − − 	

9��	)������+����	����.��	�$$	%)A�:�	��&	&��	'����	(��	0�����	����.��	�$	%)A��	

��	 <��	4��6���	/�+����
��������	4��&	&��	��6����	5��+��	��,����?	

��	 <��	4��6���	/�+����
��������	4��&	&��	��6����	5��+��	��,����;	4���	&��	

'��&�������������	�����	�!��$$;$$	8	��������	������?	

	



������	,�	��	

( )

( )

( ) ( )( )

!

!

,
500 2 0 2 500

, 1
800 4 0 200

4

400 300

:

2 02 1

7 01 4

nach A auflösen

nach A auflösen

gleichsetzen einsetzen

EEAuswertung

f E A
A E A E

E
f E A

E A A E
A

E A

Hesse Matrix

f
H f

Det H f

∂
= + − = → = −

∂
∂

= + − = → = +
∂

→ = → =
−

= − <
−� � �= → �� � = >− �� � �

� ( )  negativ definit    Maximum Max 400 300 220.000� �
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������	,�	��	

( ) ( )
( )

( )

2 2

!

100

!

100

:

, , 500 800 2 27.500 100 50

, ,
500 2 100 0

100 500 2

, ,
800 4 50 0

100 1.600 2 8

nach auflösen

nach auflösen

gleichsetzen

Lagrangeansatz

L E A E A EA E A E A

L E A
A E

E

A E

L E A
E A

A

E A

λ

λ

λ λ
λ

λ

λ
λ

λ

λ

= + + − − + − −

∂
= + − − =

∂
→ = + −

∂
= + − − =

∂
→ = + −

 →

( )E einsetzen in NB

500 2 1.600 2 8

9
275

4

200 175 175;200 171.875

nach E auflösen

A E E A

E A

A E f

 + − = + −

→ = −

→ = � = � =

	

	

	


