Ubungen zur Kurvendiskussion ganzrationaler Funktionen ..
.. mit gebrochenrationalen Elementen

1.) Untersuchung einer ganzrationalen Funktion

Gegeben sei die Funktionenschar f mit

1 1
fk(x):—Ex3+Ex(k+2) . k>0
Q) Untersuchen Sie die Funktion hinsichtlich folgender Kriterien:
a) Symmetrie b) Nullstellen
c) Extremstellen d) Wendepunkt

e)  Wendetangente
f) Grenzwertverhalten an den Rdandern des Definitionsbereichs

Losung:
Symmetrie
1 1

3 1 1
(=)= () (A (k2 = A= D) == 1)
= Punktsymmetrie
Nullstellen:

=x(-¥+k+2)=0 = x=0 O |f=vk+2

Extremwertstellen

f'(x)= —x2+ (k+2) = 0 = 3% = kt2

k+2 /—k+2
W()=-2x = f(% 3(k+2)j:——lf«/3(k+3<0
= Maxinxt::—;/ (k+2)

= Mininx, =-

3(k+2) wegen Punktsymmetrie

wlkF



Wendepunkt

fk"(x)z—gx = 0 = x=0
Kk

Wendet angente

(0= L(ke2)=m DBPIIET. (=1 (k) X=(1+Ej ;

(=7 = 7(0=-7 = W(0| 9

Grenzwertverhalten
lim f,(x)=-w und Iim f(X=o

X > —00



(i) Die Funktion besitzt fiir k # kj miti, JON und i#Z |
mehrere identische Funktionswerte, die von k unabhdngig sind.

Beweisen Sie diese Behauptung und ermitteln Sie die gesuchten Werte.

Losung:

f (X) === +=x( k+2) k>0
f(X)=f (%) = -—SX+Exk+2)=——s R+ of k+2)
1 k Kk K,
DEPXDLX%QD)—» kix —%x(kz+2) —)3+_1)(|§+2) =0
[ F3UPerTe, x{kixz—?(k2 2) - —x2+—(|§+2)} = 0
= x=0 O XZ[i_i] (k2+2) (k1+2)

k, Kk K, K
0 EPTYPRET, x{i—i] = 14 2-1- 2

k, K K, K
0 EPIFEPITEEETS [ki— 2( . ]
dakzk, dgilt, darfdurcm—— geteilt weden
oooooo0wgnom. x2 = 2

=2

— Ergebnis  $(0] 0) §(J_2 | \/_2) ;(—\/_2\ —\/_2)



(iii)  Der Ursprung O sowie die Punkte A (x / 0) und B (x / fk (X) )
bilden fiir k > O ein rechtwinkliges Dreieck im 1. Quadranten.

Fiir welches x hat dieses Dreieck einen maximalen Fldcheninhalt,
wenn k = 6 gilt? Wie groB ist dann die Fldche?

Losung:

fk(x):—%ﬁ+%x(k+2) . k>0

Flachenfunktion  f( )(:% K.f k

() = xOL(3) = %x[ﬁ—%i+%>(k+2)}
1 1

fA,k(X) = —EX“+EX2(k+2)

f, '(x) = —Ex3+%x(k+2) = 0

1 |
—=x ausklammern

DDDDDQ,Exp2%+mQ)£ 0
k

= x=0 0 |¥= g+1
OFPereres  f, (x) = IESVINEIN
&6 12 3
= f,'(x) = —%x3+gx ind £() = - >?<+ng1

= x=0 0 [¥=2

= f,."(2) = —g<0 = Max(Z‘gj



(iv) Bestimmen Sie die Werte fiir k in den nebenstehenden Anlage.

Losung:

fk(x):—%f+%x(k+2) . k>0
Nullstellen: x=+ k+2

Wert fur k : 2=Vk+2 = k=2

Wert fur k; : 3=Vk+t2 = k=7

Wert firk: 4=vk+2 = k=14

(v)  Fiir welchen Wertebereich von k, hat die Funktion Nullstellen
im Intervall [15; 2]?

Lésung:
1 1
fk(x):—Ex3+Ex(k+2) ; k>0
Nullstellen: x=+ k+2
Wert furk: 2=vk+2 = k=2

Wert furk: 1,5=Vk+2 = k:%



Anlage zu Aufgabe 1:

Graph der Funktion

fk(x):—%xg‘+%x(k+2) ;

k>0




2.) Untersuchung einer ganzrationalen Funktion ...

a) Zeigen Sie, dass bei der Funktionenschar
f (X) = —kx ; k>0
die relative Extremstelle in der Mitte zwischen den Nullstellen
liegt.
Nullstellen: X x =0 = x=0 O x= k

Extremwertstelle f( k=2 x k= :xg

Ergebnis x:g ist Mittelwert des Intervall$ 0 ¥

... mit gebrochenrationalem Element

b) Ermitteln Sie die Ortskurve der Extremwerte der Funktionen-

X2  2k?
schar fk(X):?+ X ) k>0.
Losung:
x?  2k?
Rzt =0 o k>0
2
f( )_ﬁ-%_o 3‘:% B



—28

Ortskurve

Die jeweiligen Kringel stellen die Schnittpunkte zwischen Ortskurve und Funktion dar

(Extremwerte)!

3.) Ganzrationale Parameterfunktion

Untersuchen Sie die gegebene Funktion
f (x)=x'—k<¢  mitk>0

hinsichtlich folgender Kriterien:

a) Symmetrie b) Nullstellen

c) Extremwerte d) Wendepunkte

e) Ortskurve der Extremwerte

f) Grenzwertverhalten an den Rdandern des Definitionsbereichs

g)  Zeichnung der Funktion



Lésung:
Ssymmetrie  f(- k=(- X- k& X= % ke f)x
= Achsensymmetrie

Nullstellen:  %( - H=0 = x=0 O ;9:1\/_k
3

Extremwert

f(x)=4%-2kx = 0 = 24 2% - K = 0

= x=0 0 xy:i%\/ﬂ

3
f'(x)=12¢-2k = f(0=-%<0= Ma{ 0 0§

f(x)=12¢-2k = f e@j: 4> 0

: 1 1 : 1 1
= Min,| = 2k‘——k2 O Min,| -= 2k‘——k2j
1(2J_ 4} 2( 2J_ 4
Wendepunkt
fr(x)=12¢-2k = 0 = |>¢:%m<

f"(x)=24x = f, "(l\/ij: A&k = vv(ix/ 6k‘ -2 Kj
6 6 36
Ortskurve der Extrema

x:%ﬂ OB- 2x=+v2k OFFFN. 44X =2k OB- 2%= |
y:—%kz 0 12 e, y:—%(ZXZ)Z ORI, y=—
Grenzwertverhalten

lim f, (x)=c wegen der geraden Exponenten

X > oo






4.) Parameter bei Funktionen

2 :
Gegeben ist die Funktionenschar f; (x)=p¢+ X—? mitt# 0,

a) Bestimmen Sie t so, dass x = 1 eine Extremstelle der Funktion ist.

b) Um welche Art von Extremstelle handelt es sich?

Losung:

Bestimmen Sie t so, dass x = 1 eine Extremstelle der Funktion ist.
2 .
f (x)=t¢ + X== mit t# 0
f'(x) = 2tx+1

f'() = 2+1 = 0 = t:—%

Um welche Art von Extremstelle handelt es sich?
f'(x) = 2tx+1
f'(x) = 2t

ft"(_%j = -1<0 = Maximun



