Musterldsung 13. Jgst. 3. Kursarbeit Datum: 25.04.2006
Klasse: GY 03 ¢ Fach: Mathematik (Leistungskurs)

Themen:  alle behandelten Themengebiete

Thema 1: Analysis (nicht-rationale Funktionen)

_ (-
Far tO O. sei die Funktionenschargegeben durch f.(x) = v
(1) Bestimmen Sie den Definitionsbereich der Funktion.
Ldsung: D = 0O weil gilt: €*#0
(2] Zeigen Sie, dass die Ableitungen folgende Forneamen:
, 2X— X+t . X —4x+ 2-t
f' () = ———— f"(X) =
e e
Lésung:
£ 22X -(X-HE . - X+2x% t
t (X) - eZX - ex
t (X) - eZX - é(
© a) Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion drelSchnittstelle
mit der y-Achse.
Lésung:
_ (- 2 _ SNE
Nulistellen: f,0) = ~——= = 0 = xX-t = 0 = | x| = Jt
_ (0-1) _
Sy: ft(o) - eo - (_t) = (O| _t)
b) Ermitteln Sie di&tellen, an denen Extrema vorliegen.
(Notwendige Bedingung genigt.
2
, - X" +2x+t !
Losung: T (X) = = = 0= x = I Ji+t



C) Berechnen Sie die Extremwerte flr t = 3.

(Nun auch die hinreichende Bedingung prufen, damitdt der
Extrema bestimmt werden kapn

Lésung:
f,'((x) = xy = 1+J1+3 = x = 3 0 % = -1
2

hinreichende Bedingung
-4 6

f."3) = — < 0 = MaXS‘—

3 ( ) e3 ( e’:,j

n 4 .
LD = = > 0= Min(- 1| - 2e)
d) Wer Extrema bestimmen kann, weil3 auch wie Weamalde zu bestimmen sind:

Berechnen Sie nun digellen, an denen Wendepunkte vorliegen.

(Notwendige Bedingung genigt.

X —4x+2-t
5 . f"(x) = =0 X = 2+ 2+t
Lésung: ¢ "(X) & = A

e) Wie lauten fir t = 2 die Wendepunkte?
Lésung:
f,"(xX) = Xy, = 2x\J2+2 = x = 40 % = C
2
= w(4|3] 0 w(ol-2

e

f)  Berechnen Siefirt=2 und x=0 die zuga®iangente.,
Wendetangente i, ( P- )2 :
f,(0) = 2 OFM™BP. -2 = 200+b = b = (-2
= t(x) = 2x-2



Q) Wie verhélt sich die Funktion an den Randern@efnitionsbereichs?

Losung:
2 ' ; . .
. ) X —1 L'Hospital 2y L Hospital
lim f.(x) = lim ( - ) = lim — = im — - O
X —» 00 X — 00 e X —» 00 é( X — 00
2
. . X° =1 .
im f(x) = lim ( - ) - im(X-)E = "w[d& - o
X > —o00 X o —00 e X o 00

h)  Beweisen Sie mit Hilfe ddmtegralrechnung, dass

X+ 2X—t+ 2

X

€

F(X) =

eine Stammfunktion zu; (x) darstellt.

Lésung:
[f,09dx = j(x Y gy = [(%- )08 dx
e
Substitution
u(x)=x-t X=- &
u'(x)=2x V(XY= ¢e"
(1) Joe-pErdx = - e*if k- }+[2 ¥ dx
Substitution I

u(x)=2x \/()92—3‘X

u'(x):2 v'(x)= e
jzxce—de = —2>aéX+2j e* dx O ¥, jz X& dx= - 2 & -2¢e*

eingesetzt iffl) :
j(x2 —t) & *dx

- f k- j-2xe-2¢

_XT 42X+ 2-t

X

j(xz—t) & * dx _




(4] Beweisen Sie folgende Behauptung:

Fur ¢ # t, besitzen die Kurvenscharen keinen gemeinsamentPunk

Losung:
oo = 8 g og g = 2B
1 eX 2 é(
(C-1) _ (-b) w e _ el
= = 08~ xX*-t X -t
O3, -t = -t, = Widerspruch

e Prifen Sie, ob fir t = 4 die Flache der Funktiahdar x-Achse im

Intervall [2 ; o[ bestimmt ist und ermitteln Sie die Flache.

Lésung:
¢ . L uPH2u-2 4+ 4-2 6
l!|[nmjz'f4(x)dx = lm R()-F@) = -lm ——==+———= = 0+

Thema 2: Analysis (ganzrationale Funktionen)

1 3
Gegeben sei folgende FunktioBx (X = - @ X + Z kx k1O
1
©  Zeigen Sie, dass die Ortskurve der Maxima duyghx = 5 X festgelegt ist.
Ldsung:
3 3 :
() = ——¥+2ZKk = 0 = | x = k
9 ‘() TR | X
3 3
n X o -~ x = n — " < O
9 "(X) o a"(K >
1 3 1
Kl = ——IK+Zkik = =K
9i (K) Kt >

= I\/Iax(k‘lkzj
2

— Ortskurve d ¥ =

N |-
>0



1
Die Parabel mit der Gleichuny = — X zerlegt fur k > 0 die vom

(2]
2
Graphen vondx (X) und der x-Achse im 1. Quadranten eingeschlossenen
Flache in zwei Teilflachen
a) Bestimmen Sie die Grof3e der beiden Teilflachen.
b) Zeigen Sie, dass das Verhaltnis der beiderfldahien
unabhangig von k ist und ermitteln Sie das Flacbdradtnis.
Anmerkung: Benutzen Sie zur Bearbeitung der Tgaben die nachfolgende Anlage;
hier wurde mit dem Parameterwert k = 2 gearbeitet.
Anlage zu@®
y ERV)
]
&
v
5
5
o
3 e .
Flache I
2 .
Flache IT
1 2 3
1
-2
Lésung:
Flache I. Schnittpunkte und Flache
1 1 3 1/1
X = — X+ kx > —=X—-X+2x3K = 0
2 a4 4 4\ k
= x = 00 x, = kO % = -3k

k k
j(—ix3—gx2+§kx) dx = {——1 gt g3 kf(} SN
) 2" a4 6 8 |, 48



Flache II: Schnittpunkte mit x-Achse und Flache

_ixg+§kx = 0 = —_1{_1)8—3@ = 0
4 4 \ k

4k
= x4 = 00 x =3k 0 % = -3k
NI e
= J(——x3+—kxjdx = [—_1)2 —3k§:| _ _9
0 4k 4 a( 8 .
O lys = 2-7s _ 20,5 _ 5
Flachenverhénis:
Die:Lie = 20:7
48 48
_ 1X2
Gegeben sei nun folgende parameterfreie Funktt.(l)g_x) - = 5 + 4

© Beschreiben Sie dieser Flache ein zur Ordinaterstnisches gleichschenkliges
Dreieck mit maximalem Inhalt ein, dessen SpitzeJiraprung liegt.

Bitte mit Zeichnung!
Ermitteln Sie die MalRe (Grundlinie, HOhe und FlIgales maximalen Dreiecks.

Lésung:




A(x) = %EZfo(x) = ><[é—%>€+4j = —é)?+4)
A'(x) = —-xX+4 -0 > | x|=2

A'(x) = -2x => A"(2 = -4<0

= g=4;h=—und ,%\(4,% = 1—36

Abschlie3end verandern wir die Funktion nun gefiggd zu
r(x) = -x"+4

(4] Wie grol3 ist das Volumen, wenn die Funktion r(i) die Abszisse rotierte?
Lésung:
-x*+4 = 0 = |x| = 2

2 ) 2 )
V(x) = ﬂDj[r(x)] dx = ZITq[— >3+4] dx

-2 0
2

V(x) = 2n[i[x4—8x2+16] dx = mtﬁ% i—g X+ 16%0

V(x) = 51—15237 = 34,1331



Thema 3: Lineare Algebra I

1) Im Vektorraum R sind folgende Vektoren gegeben:
1 k-4 2k
a =|—-k| b= 2 ¢c=| -k mit k([
-1 0 1

- —

a) Stellen Sieal als Linearkombination der Vektorelﬂl und Cl dar.

1 -3 2
a=|-1 h=| 2| ¢=|- fiir k= 1
-1 0 1
1 -3 2 1 = -3+ 2
-1} = rf 2 |+&-1 = -1= 2r s
{—1 0 1 -1 = s
= r = (-1
= a = -b-g
b) Fur welche Werte von k sind die drei Vektoreredr unabhangig?
1 k-4 2k |
-k 2 -k = 2K-4k+2 = 0 = k=1
-1 O 1

{altié] linear unabhangig-  &O {\}1



c)

Lésung:

2-K

Fur welchen Wert von k kann der Vekgvr = 0 mittels der

k-1

obigen drei Vektoren dargestellt werden?

Geben Sie dann auch die allgemeine Losung des bGS a

k=1:
1) 1 -3 2|1

) -12 -1/ 0 ORTE

m) -1 0 1|0

1) 1 -3 2|1

) o0 -1 10 OfQP

m.) 0 -3 3|0
1) 1 0 -1]1

= 1+z
1) 0 -11 |0 = _
n) oo 0|0 B

—

Die Vektorend, ; B ; G seien die Spaltenvektoren der MatAk mit KOO |

d)

Lésung:

2 -1
BildenSie daraus folgende Matrizeé.Ao) und ( Ao)

1

-4 0

2 0

0 1

1 -4 0)(1 -4 1
O 2 0[O

2
-1 0 1){-1 O



1 -4 01 0O
0O 2 0/01 o0OMP.
-1 0 1,0 0 1

1 -4 0/1 00
0 2 0/01 0O EIE
0 -4 1|1 01

o
o
[
=
N
[

1 0 0j1 2 O 1 2 Q
01001 0= A = e
2 2
O 01j1 2 1 1 2 y
e) Bestimmen Sie die Losung zur folgender Matggeichung:

[(Ag-2X)’ m\kT = A[A,+X)2A
Lésung:

[(Ao—zx)ka}T = AJOA,+X)2A ]

Umformungen: linke Seite : Klammer auflésen; rechte Seitg :ausklammern =
Al TA,-2X) = A TA,+X 2E)

Umformungen: beide Seiten : Multiplikation nﬁit kA)_l =

A,-2X = A, +X -2E

Umformungen: beide SeitenuBtraktion von A und X =

X:EE
3



Thema 4: Lineare Algebra II

Die Unternehmung Armes Brot AG verarbeitet die Maten M;, M, und Ms zu den Zwischen-
produkten 4, Z, und Z und diese Zwischenprodukte zu den Endprodukieifind E.

Die folgenden Matrizen stellen die Stucklisten bxfaterialverflechtungen dar.

1 4 3 2 3
M,,=|2 2 4 My=|1 2 2
1 2 2 2 1 2
a) Wie viele Materialien werden pro Endprodukt gefzht?
Zusatzauftrag: Zeigen Sie, dass die Zeilensummen der Ergebnis-
matrix dem Vektor (44 48 29) entsprechen.
Lésung:
1 4 3)(2 3 12 14 1
M, M, = |2 2 4|01 2 2/ = |14 14 2
1 2 2)(2 1 2 8 9 1

b) Die Firma erhéalt einen Auftrag vom Umfang (18 20).
Der Vorrat arzwischenprodukten betragt (200 100 85).

Prifen Sie, ob der vorhandene Bestand genlgtdizwachbestellt werden muss.

Lésung:
2 3 4)\(10 17
1 2 20125 = 10
2 1 2/120 85

C) Der Vorrat arZzwischenprodukten betragt nun (130 70 60).

Unser Chef Rudi Nutzlos will nun wissen, wie viéledprodukte wir herstellen kénnen, wenn
wir unser Zwischenproduktlager komplett leeren veid



Losung:
1) 2 3 4|130
) 1 2 2|70 090~
m.) 2 1 2|60

1) 1 1 2|60

) 1 2 2|70 OO

m.) 2 1 2|60

1) 11 2 |60

) 01 0 |10 ORI

m.) 0 -1 -2|-60

1) 1 0 2 |50
(ol 1!
1) 01 0 |10 DQ&&}

m) o0 0 -2{-50 2

1) 01 010 = L
1) 0 0 1| 25

(0 10 29

Die Kosten bzw. Verkaufpreise seien durch folgevidktoren gegeben:

Kosten Materialien: k;,, :[10 15 2(}
Kosten Zwischenproduktproduktiokz :[80 100 12q)

Kosten Endproduktmontage: kE:[410 510 629)

Verkaufspreise: v=[1.500 2.000 2.50(



d) Berechnen Sie di¥l aterialgesamtkosten fiir jedes einzelne Endprodukt.

12 14 18
[10 15 29 14 14 20 = [ 490 530 7}
8 9 12
e) Berechnen Sie die Gesamtkosten fiir jedes emEaidprodukt.
Zwischenproduktproduktian
2 3 4
[80 100 1200 1 2 2 = [ 500 560 7p0
2 1 2
variableGesamtkosten:

VGK = [490 530 720+ 500 560 7(®| 410 510 §
VGK = [1.400 1.600 2.100

f) Wie hoch ist der Deckungsbeitrag flr jedes dmzé&ndprodukt.

DB = Ertrag—- vGK
DB = [1.500 2.000 2.500-[ 1.400 1.600 2.}
DB = [100 400 400

Q) Der Betrieb erhélt einen Auftrag tber (130 11/50).
Die Fixkosten betragen 123.000,00 €.

Wie hoch ist der Gewinn?
Lésung:

100) ( 13
g = |400|J 175 - 123.000= 143.060 123.00& 20.1
400/ | 150



h) Die Unternehmung hatte Endprodukte im Mengeralanis
3:2: 1 gefertigt und dabei 1.350 ME von M3 vbeitet.

Wie viele ME der anderen beiden Materialien wurbdenotigt?

12 14 18 ( X 8X

14 14 200 x| = | 9&| = 5% = 1.350= Xx =
8 9 12/ x 54x

— M, = 90@5 = 2250 = E, = 2125= 50

— M, = 825 = 2050= E = 8§25= 75

Thema 5: Stochastik
(1] Flugplatzdisposition

Eine Fluggesellschaft weil3 aus Erfahrung, dasa @90 aller Fluggaste, die einen Platz fur
einen bestimmten Flug reservieren lassen, nicht&hbflug erscheinen.

Sie verkauft deshalb 400 Flugscheine fur 360 girdiie Platze.

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle Zinflug erscheinenden Flug-
gaste einen Platz bekommen?

p = 0,8

= u = 400D,8 = 32(

= o0° = 320D,2 = 6¢
_ 360;320 - 5

P(X<360) = ®(9 = 1

(2] Autoradios

Autoradios haben eine mittlere Lebensdauer von0&B0B®triebsstunden mit
einer Standardabweichung von 10.000 Stunden.

Die Radios werden bei der Unternehmung Knodel-Rhater Produktionshallen hergestellt,
wobei 30% in Halle 1, 20 % in Halle 2, 15 % in r¢aB und der Rest in Halle 4 produziert
werden.

Dabei werden auch Mangelprodukte erzeugt. 4 %, 8 %,und 7 % entsprechedér
Hallenreihenfolge.

Insgesamt werden 10.000 Radios am Tag hergestellt.



a) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, ein mangéhls Radio zu produzieren?
Lésung:
P("Fehler') = 0,310,04 0,20,0b 0,15 0,82 0/35 0,0 04M5

b) Wie viele einwandfreie Radios werden in einerd®hergestellt, wenn man
von 5 Arbeitstagen ausgeht.

Lésung:
Menge(" einwandfré) = 0,95050B110.000 = 47.535 "Radiof

C) Bei Produkttests wurde ein mangelhaftes Radiongien.
Wie wahrscheinlich ist es, dass es in Halle 2 retedje wurde?

Lésung:

P("Halle 2) = %5 = 0,202 = 20,2 %

d) Wie viel % der erzeugten Radios haben eine Lsdsrer von mindestens 70.000 Stunden?

Lésung:
4 = 50.000 ; ¢ = 10.000
70.000- 50.000 _
10.000
P(X>70000 = +®(2 = % 09772= 0,0228= 4,3 "}

e) Bei wie viel % der Radios weicht die Lebensdawemehr als 15.000
Stunden vom erwarteten Mittelwert ab?
4 = 50.000 ; o = 10.000
1-P(35.000 X< 65.00p = #[®( 1)5o(- 15 = 4 of 351
65.000- 50.000 _

1,5

10.000
1-[20(1,9-1 = 2 (15 = 2 209332= 01336 13,4 'f



f) Auf wie viele Stunden muss durch VerbesserungRilios die mittlere Lebensdauer erhéht
werden, damit bei gleicher Standardabweichung n86d der Radios mind. 42.000 Stunden
laufen?

Lésung:
u = ??? ;, o = 10.000
42.000- u

-104 = ——— - = = 52.400 Stunden|
10.000 H ¢ ]

(3] Vierfeldertafel

Gegeben sei die folgende Tabelle:

mannl. weibl.
Raucher 2 6 8
Nichtraucher 9 3 12
11 9 20

a) Vervollstandigen Sie die Tabelle unter der Vesmiizung, dass das Verhaltnis
von Rauchern zu Nichtrauchern 2 : 3 betragt.

Losung: siehe Tabelle (blaue Werte)

b) Prufen Sie das Ereignis (Raucher & weiblich) stothastische Unabhangigkeit.

Lésung:
P(Rm ﬁ) _ 2—60

P(R):2—80; P(T/l)zjgoz> AROK M = 2020_%‘

= P(Rmﬁ) Z P(I%DF( M) = stochastisch abhéngig



(4] Diskrete Wahr scheinlichkeitsverteilungen
Harry Knotenwurz benutzt auf seinem Schulweg reg8ligndie S-Bahn.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis ,punktliciggt bei 90 %.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt Harry inhalb einer Woche hdch-
stens einmal unptinktlich (eine Woche = funf Sclydti?

Lésung:
B

X
\Y

4) = B(X=4)+ B X=5

) (5jo,fzo,g+(5j 0.4010.8
4 5
4) = 0,32805 0,50049= 0,91854= 9185 "}

o
>
AV
N

B

X
\Y

(
(
(

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kam er innerhdlr vergangenen
100 Schultage zwischen 90 und 95 Mal punktlich?

Ldsung:
B,,(90< X<95 = B(X<93-B(X<8) [r= 10f

B,o(36< X<45 = (1 0,023-(  0,5832
B,,(36< X<49 = 0,5595= 5595 "%"

C) Wie oft muss man mindestens zur Schule fahmenmit einer Wahrschein-
lichkeit von mind. 99 % mind. einmal zu spét zu koem?

Losung:
B(X=1) = 1-B(X=0 = 0,9¢

n
= O[G),ZLOED,Q‘ < 0,01

0T nOn(0,9 < In(0,0}
- n > M = 43,71
In(0,9)

= n = 44



d) Wie oft darf man hochstens zur Schule fahremitdaan mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mehr als 8% immer rechtzeitig kommt?

Losung:
B(X=0) > 0,55

n
= (Oj[ﬂ),loED,Q‘ > 0,55

0™ ndn(0,9) > In(0,59
In(0,55)
- n < 29 - g5g7
In(0,9)

= n < 5

e) Wie grol3 musste bei 50 Schultagen die Wahrsltigieit p des Ereignisses ,punktlich”
mind.
sein, damit man mit einer Wahrscheinlichkeit vorhmads 95 % immer rechtzeitig bei der
Schule eintrifft?

Losung:
B(X=50) = 0,95

s i ng} p*1-p) = 0,95

OFerPerfE, p > 90,95 = p > 0,99897 = 99,897 "%



