Musterlosung 12. Jgst. 3. Kursarbeit Datum: 06.04.2006
Klasse: GY 04 ¢ Fach: Mathematik (Leistungskurs)

Themen:  Matrizen, Definitionen, Rechenoperationen, Beweise und Anwendungen

1.)  Matrizenmultiplikation

mit r,sO0.

o —~ O
- o n

r
Gegeben sei die Matrix A=|0
0

Wie lautet die Potenz A" Mit NnCJ N>

Ermitteln Sie hierzu zuerst die Ergebnisse fiir A%, A*> und A*.

Lésung:
r 0 s\(r O s r 0 2s
A>’=|0 r OO r Ol =] 0Tr® O
O 0r/lO OTr 0O 0 r?
r> 0 2s)(r 0 s r* 0 3%
A=NDA=|0 rr* 0o/llOFr O =0T 0
0O 0 r*Jlo O 0O 0 r?
r* 0 ¥%\(r 0 s r* 0 4’
A=AA=| 0 o 0 Or 0O = o r* 0
0O 0 r 0 Or o o r*
r" 0 nr''s
A =10 r" 0
O O r"

2.) Matrizen erstellen
Erstellen Sie je eine 4x4-Matrix, fir deren Elemente gilt
|—i+j | firi <j

Q) &;=i’—] by 0B =( (-1 furi=]
i fir > |



c)  Gegen Sie ein Bildungsgesetz fiir folgende Matrix an:

01 2 3

Al 012

2 10 1

3210

Lésung:

0 -1 -2 -3 11 2 3
3 2 1 0 4 1 1 2
0 Alg 7 6 s ) BTl g 27 —1 1
15 14 13 12 16 64 256

[ 0 furi=j der einfacher- i
0 a”—“_i‘ sonst oder einfacher: g, =|j-i

3.) Rechenoperationen und Beweise

b 3 2
a) Geben seien die Matrizen A= (a j und B=[ j
c d -1 1

(i) Geben Sie die Bedingungen fiir A, so dass gilt: A*B = B* A

(i)  Ermitteln Sie zwei Matrizen A, welche diese Bedingungen erfiillen.

Lésung:
a) AB = a by(3 2y (3a-b 2atb
~le dJ{-1 1)  |3c-d 2c+d

3 2\(a b
BLA =
-1 1){c d
Bedingungen

) 3a-b = 3a+2c = b = -2
1) 2a+b = P+2d = a = btd = d-2c

3a+ 2c 3b+ 2d
-a+c -b+d

Beispiele
0 O 1 0 -1 -2 9 -4
Al:[o Oj oder A:(O J oer Agz(l 1j oder %:(2 1}
_ d-2c -2c
allgemein: A=
C d



b)

Lésung:

Zeigen Sie, dass die Behauptung falsch ist:
A * A = Nullmatrix

an = (20400 -

Bedingungen
) a®+bc =

) ab+bd =

-

Beispiele

1
A=

S

0 = a =
0 = a =

=>

[a2+bc ab+ b

d
ac+cd bcr dj

- bc
-d

PR g
oo d -

A = Nullmatrix

¢

)

c)  Inwelchen Fdllen kann das Matrizenprodukt 4 * 8 * C
gebildet werden? Kreuzen Sie an. Be/ ,Ja" => Format Ergebnis?

Nr. | Matrix A Matrix B Matrix C Ja ? | Nein ? | Format
1 (2,3) (3.4) (4,5) X (2.5)
2 (3.4) (5.3) (4,5) X
3 (2,4) (4,3) (3.3) X (2.3)
d)  Priifen Sie die Richtigkeit des folgenden Rechengesetzes

mit allgemeinen 2x2-Matrizen:

(AB) = B A




Lésung:

. [an an] b, bljy : (anbf ab, abt alzbif \
& 8y)\by b bt b, a,bF a,b
( A[B)T _ a,by, taph,  aybgt azzsz
ab,+ ayh, a,bst ab,
BT [ = (bu bzlj[Ea:u am] _ [buail"' ba, byat bz@zj
b, b, \a, a, b,a,+ bya, ba; bya
BT [T K -Geserz (ailbll-i- apb,  aybt azzsz
ab,+ ayh, a,bst ab,
= (AB) = BA

>
=
I

4.) Grundlegende Rechenoperationen zu Matrizen

o _ A= -1 2 5= 2 3
Gegeben seien die Matrizen A~ 1 -1 und B~ 6 —1)°

Fiihren Sie folgende Rechenoperationen aus:

Q) (2A+BT)T b) E+%(A—B)2 o (A+ET)B
a) |

GRS P G TR (e R
b)




5.) Okonomie

Die Unternehmung Armes Brot AG verarbeitet die Materialien My,
Mz und M3 zu den Zwischenprodukten Z;, Z, und Z3 und diese Zwi-
schenprodukte zu den Endprodukten E;, Ez und Es.

Die folgenden Matrizen stellen die Stiicklisten bzw. Materialver-
flechtungen dar.

1 4 3 2 3
M,,=|2 2 4 Mye=|1 2 2
1 2 2 2 1

a)  Wie viele Materialien werden pro Endprodukt gebraucht?

Zusatzauftrag: Zeigen Sie, dass die Zeilensummen der Ergebnis-
matrix dem Vektor (44 48 29) entsprechen.

Lésung:
1 4 3)(2 3 12 14 1
My,M,. = |2 2 41 2 2 = 14 14 2
1 2 2/\2 1 2 8 9 1

b) Die Firma erhdlt einen Auftrag vom Umfang (10 25 20).
Der Vorrat an Zwischenprodukten betrdgt (200 100 85).

Priifen Sie, ob der vorhandene Bestand geniigt bzw. ob nachbestellt
werden muss.

Lésung:
2 3 4)\(10 17
1 2 2125 = 10
2 1 2/ 20 85

c) Der Vorrat an Zwischenprodukten betrdgt nun (130 70 60).

Unser Chef Rudi Nutzlos will nun wissen, wie viele Endprodukte wir
herstellen konnen, wenn wir unser Zwischenproduktlager komplett
leeren wiirden.



Losung:
1) 2 3 4]130
) 1 2 270 o~
m.) 2 1 2|60

1) 1 1 2|60

) 1 2 2|70 OG-

m.) 2 1 2|60

1) 11 2 |60

) 01 0 |10 OpIPR

m) 0 -1 -2/-60

1) 1 0 2 |50
1) 01 0 |10 D@%ﬁl

m) 0 0 -2|-50 2

(0 10 23

1) 01 0/{10 = L
) 0 0 1|25

Die Kosten bzw. Verkaufpreise seien durch folgende Vektoren gegeben:

Kosten Materialien: Ky = [10 15 2(}
Kosten Zwischenproduktproduktion: K, = [80 100 12q)
Kosten Endproduktmontage: Ke = [410 510 621)

Verkaufspreise: V:[1.500 2.000 2.5q(



d)  Berechnen Sie die Materialgesamtkosten fiir jedes einzelhe Endprodukt.

12 14 18
[10 15 201 14 14 20 = [ 490 530 7k
8 9 12

e)  Berechnen Sie die Gesamtkosten fiir jedes einzelne Endprodukt.
Zwischenproduktproduktian
2 3 4
[80 100 1200 1 2 2 = [ 500 560 7p0
2 1 2
variableGesamtkosten:
VGK = [490 530 720+ 500 560 7(®| 410 510 §

VGK = [1.400 1.600 2.100

f)  Wie hoch ist der Deckungsbeitrag fiir jedes einzelne Endprodukt.

DB = Ertrag—-vGK
DB = [1.500 2.000 2.506-[ 1.400 1.600 2.]
DB = [100 400 40

g) Der Betrieb erhdlt einen Auftrag tber (130 175 150).
Die Fixkosten betragen 123.000,00 €.

Wie hoch ist der Gewinn?

Lésung:
100) ( 13
g = [400|1175/- 123.000=  143.060 123.006 20.!

400/ | 150



h)  Die Unternehmung hatte Endprodukte im Mengenverhdltnis
3:2:1gefertigt und dabei 1.350 ME von M3 verarbeitet.

Wie viele ME der anderen beiden Materialien wurden benstigt?

OSUﬂ

12 14 18) ( X 8

{14 14 20| x| = | 9&| = 54 = 1350=> x =
12) | x 54

— M, = 90®5 = 2250 = E, = 2125= 50

— M, = 825 = 2050= E = &25= 75

1

6.) Lineare Algebra und Analysis - ein Widerspruch???

Gegeben sind die Matrix A, und die Vektoren 63 und 6t durch

1 22 t - 2a t
A =|-t t+1 1-t b,=| a = £t
2 -t 2 1 1+t
wobeit 0O unda OO gelten.
— T —
Die Funktion f,(t) ist gegeben durch fa (t) = b A[k-a-2

a)  Zeigensie, dass gilt: T4 (t) =-t° (3a+ 1) +1% + t( 4— 5a)
Losung:
Losung durch Einsetzen und Nachrechnen

b)  Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion f,(t) in Abhdngigkeit von a.

Losung:
f(t)=-t*(3a+)+t*+t(4-5) = O
= t[-C(3a+D)+t+(4-5)] = 0
L L=0 O 1 :—11\/1—4(3a+1)(4—51)
% -2




c) Fir welche Werte von a hat die Funktion nur eine Nullstelle?
Wie lautet die Nullstelle?

Lésung:

-1+./1-4 & 4- B
o 0 ¢ AR
4 _
= 1-4&A+)(4 =) < O
= 60a’-2&-15 =

0= 3=0780 a=- 0,3
— eine Nullstelle beit=0 -  &]-0,32;0,78

d) Welche Bedingung muss fiir a gelten, damit die Funktion eine
Wendestelle besitzt? Berechnen Sie diese Stelle.

Lésung:

f,'(t) = -3t*(3a+)+ 2+(4 &)

| 1

f"(t) = —-6t(3A 2 = 0 t = —/———

a ( ) ( + ]) + = 3(3a+])

f,"(t) = -6(3a+) # 0 = &-12 0= a # 1

e)  Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f,(t).

Lésung:

F.(t) = —%t4(3a+1)+%t3+—;t2(4— 52) + ¢



7.) Lineare Gleichungssysteme
Bestimmen Sie die Losung der folgenden Gleichungssysteme:
1 1 0)(x 6
a) 1 0 1|ly| = 8
1 1 1)z 12

Losung:
1) 11 0|6
) 10 1|8 O~
m.) 11 112

) o -1 1|2 o\t
) 0 0 1|6

[

||..) 0 -1 0|-4 0P

) 0 0 1|6

||..) 01
) 0 0

R O O
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-
I
—
N
D
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I )

Il.)
I )

Il.)
I )

Il.)
I )

Il.)
I )

Il.)
I )

Il.)
I )

3 2 1 |12

4 -5 -1/-4 Dﬂ’:%'@_,

-21 3 |4

1 3 4|16
0 -3 5|4 OWEN
-2 1 3|4

1 3 416
0 -3 5|4 OoPPH-
0 7 11] 36

1 3 4|16

0 -3 5|4 D,@;ﬁ'@;ﬁ

0 1 21| 44
1 0 -59|-116 |

—.
0 0 68 | 136 OCFLLD-
01 21 |44 e

1 0 -59|-116
0 01 2 O 7 e

L = (2 2 2

o
|_\
R O O
N NN
U



Lésung:

3 2 2a) (X a
4 -3 1 y| = |11
-1 5 -1/\z 10

Fir welche Werte von a hat das LGS

(i)  eine Losung? (ii)  keine Losung?
1) 3 2 ala
) 4 -3 1 |11 OGP
m) -1 5 -1/10
1) 1 -5 1 [-10
n) 4 -3 1 11 OpRE
m.) 3 2 aja
1) 1 -51 - 10
) o017 -3 |51 OPHOLE
) 0 17 2a-3la+ 30
1) 1 -5 1 |-10
) 0 17 -3| 51
m) 0 0 2 |a-21
= 2a=0 = a=0 = keineLobsng
= aObO0\{0} = eineLosung



X
3 -2 6 (1
Z
Wadhlen Sie z bzw. x3 als freie Variable.
Lésung:
1) 3 -2 6 |1
) RN
) 2 1 -4|5
1) 1 -3 10]|-4
) BRERGR AR
1) 2 1 -4|5

1) 1 -3 10 |-4 1%
) 0 7 -24|13 -

1) 1 -3 10 |-4
24|13 OTFDE

) 0 1
717
|)1o—E i
7|7
||)01—%i3
717
11 2
—+—7
s, 2
:>L:4y:1—+—42
77
Z
Z




