Musterldsung 11. Jgst. 5. Kursarbeit Datum: 21.06.2007
Klasse: 6Y 06 a Fach: Mathematik (Kernfach)

Thema: Nicht-rationale Funktionen (insbes. Exponentialfunktionen);
Newton-Iteration
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o Der Punkt P liegt auf der Exponentialkurve f (X) =a.
Berechnen Sie die Basis a.
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(%) Von einer Exponentialfunktion X — 0" weiB man, dass sie um
a) 8 % wdchst, b) 15 % abnimmt,
wenn x um eine Einheit zunimmt.

Bestimmen Sie die Basis q.

a) (1+ij = 1,08 b) (—Ej = 0,8
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(3] Die Punkte P und Q liegen auf der Exponentialkurve f (X) =cla.
Berechnen Sie den Faktor c und die Basis a.
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(4] Gleichungen: Losen Sie folgende Exponentialgleichungen
22X — 1
%) J23/2
Lésung:
2X 1 2X 1 X 1
2 = = = 2 = = = 22 = Z
J23/2
- 1
O BPIPTerYeroern, x:—E
y 4
by 2 =
2[3/2
Lésung:
4 2° 2-3
2" = - 2 = = = 2 = 24
\/2@/5 22
- 5
= 2 = 2% = X = —
4
C) 23x+2 D.62X — 42x— 4
Lésung:
2X 2x—-4
23x+2 [82x — 42x—4 — 23x+ 2|:q 23) — (22)
— 23X+2 QGX - 24X— 8 — 29X+ 2 - 24X— 8
= 2> = 271 [OPFPIPTEEOETh, Bx = -10 = X=

N)



d) e3X+2 [:'B — e— 3x+3 [9

Lésung:
3x+2
e3x+2[3 - e—3x+3|:9 D.QZ;EL—’ e_3X+3 - 3 — e3x+2+3x—3 -
' e
In(3)+1
= e!* = 3 O 6x-1 = In3 = X:Lzo,SS

o 3@ -18F -3 = 4
3@ -18F -3 = 45 O &-68-16= 0
O FPErr. u®-6u-16 = 0

+
. = 6_\/3;6+64 _ &2103 L8 O we=-2

ORI u=e=8 O~ x=In8=2,079
0 BPIF.  u,=e*=-2 keine Losung, da nithiefiniert

(5) Anwendungsaufgabe I

Die Agyptische Bevélkerung wichst exponentiell mit einem Pro-
zentsatz von etwa 2 % an. Anfang 2003 wohnten ca. 74,7 Mio.
Menschen in Agypten.

a) Bestimmen Sie den Funktionsterm der Exponentialfunktion.

Losung:  T(X) = 74,700,022 [ Ergebnis in Mip

b) Wie hoch ist die voraussichtliche Einwohnerzahl im Jahre 2010?

Losung:  F(7) = 74,70,02 = 85,806@Mio]

c)  Wie viel Einwohner wohnten 1900 in Agypten?
Losung:  T(-103 = 74,71,02% = 9,7163Mio]|



d)  Inwelchem Jahr wohnten in Agypten etwa 60 Mio. Menschen?

Losung:
74,70,02 = 60 OFfH. 1,02 = 22
74,7
60
| (74 7)
0. x = ——2~ = -11,06[Jahrd = ca1991/199

In1,02

e) Die tatsdchlichen Daten aus dem Internet liegen fiir das Jahr
2006 bei 78,887 Mio.

Wie hoch ist nach dieser Anzahl das tatsdchliche durch-
schnittliche jahrliche Wachstum?

Lésung:
74,7%° = 78,887 OTHMAl. ¢ = 78,887
74,7
080, q = 22887 - 105605 ~ 1,01834

74,7
Durchschnittliches jahrliches Wachstum: 1,8345 %

f)  Nennen Sie drei groe Stddte in Agypten.

Lésung: Kairo, Luxor, Assuan, Alexandria

(6] Beweis
Beweisen Sie folgende Behauptung allgemein: Gegeben sei f (X) =cl&’

f(x+1)

Dann gilt: f (X) - a

Lésung:
+ einsetzen X+l Ppotenzgesetz Kirzen
X setzen ¢l 2 C

f (x) cH e



(7] Newton-Verfahren

Die nachstehend abgebildete Funktion f (X)
insgesamt drei nicht-ganzzahlige Nullstellen.

X3+3X2_3 hat

a) Bestimmen Sie die positive Nullstelle mittels Newton-Verfahren.

Verwenden Sie hierfiir den Startwert x = 1.

Fiihren Sie drei Naherungsschritte durch.

Schaubild der Funktion

TG

Lésung:

f(x)

2.5 =

-1.5 -1

= X+3x¥-3 f(x = 3X+6x
Startwert: x=1
n Xn+1 f(xn) f '(xn) Xn - f(xn)/f I(xn)
0 1.0000000 1.0000000 9.0000000 0.888888
1 0.8888888 0.0727023 7.7037037 0.879451
2 0.8794515 0.0005038 7.5970145 0.879385




b)  Nachfolgend sei der positive x-Abschnitt vergroBert dargestellt.

Erkldren Sie graphisch und analytisch-mathematisch die Funktionsweise
des Newton-Verfahrens und leiten Sie die Formel her.

T+ Ausschnitt fiir x = 1 mit graphischer f(x1)
Ndherung mittels Funktionswerten und
Tangenten
I f(x2)
0,5 X5 X1
+—1

Analytische Erkldrung:

Nach Wahl eines geeigneten Startwertes x; werden der Funktionswert und der Wert
der Ableitung an der Stelle berechnet. An dieser Stelle kénnen somit der Wert der
Steigung der Funktion als auch die Tangentensteigung ermittelt werden. Diese
Ergebnisse werde miteinander gleichgesetzt und es entsteht folgender Ausdruck:
(%)

=%

Durch Auflésung nach x. entsteht eine erste Ndherungsformel, die entsprechend

') =

fortgeschrieben bzw. verallgemeinert werden kann:



(&) Anwendungsaufgabe II

Die radioaktive Substanz Wismut zerfdllt allmdhlich und wandelt sich
dabei in Polonium um.

a) Welche Masse ist von 10 g Wismut noch nach 12 Tagen vorhanden,
wenn taglich 13 % zerfallen?

Losung:  T(12) = 100,87 = 1,880R]

b)  Wann ist nur noch 1 g Wismut ibrig?

Lésung:
100,87 = 1 08> 087 = 0,
In0,1
O™, x = —= = 16,534Ta
In0,87 4[ ge}

c) Wie grof ist die Halbwertszeit?

Zeigen Sie, dass diese unabhdngig vom Anfangsbestand ist!

cl0,87 = %c Of- 0,87 = E
| In;
0. x = no.g7 4,977[Tagq

Aufgrund der Wahl von c als Anfangswert fiir f (O) ist gezeigt, dass die
Halbwertszeit unabhdngig vom jeweiligen Startwert ist.

Zusatz: Wie lauten die chemischen Symbole fiir Wismut und Polonium
im Periodensystem?

Lésung: Bi = Wismut Po = Polonium



Anmerkungen zu Wismut:

Eigenschaften:

Reines Bismut ist ein rotlichweiB glanzendes, relativ weiches Schwermetall, das nur wenig
sprode ist. Die Sprodigkeit erhoht sich bei Verunreinigungen jedoch erheblich. Die
elektrische und thermische Leitfahigkeit des Metalls ist relativ niedrig.

Geschichtliches:

Bismut wurde im 15. Jahrhundert von den Bergleuten Sachsens im Erzgebirge entdeckt.

Das Element wurde im Jahre 1527 erstmals vom Arzt und Alchemist Paracelsus (1493-
1541) beschrieben.

Wismut gedlegen, Erzgebirge, Foto und Copyright: Thomas Seilnacht

Pochblende, Lo CreusaWallis, Foto und Copyright: Thomas Seilnacht



