Musterldsung 11. Jgst. 4. Kursarbeit Datum: 27.05.2009
Klasse: GY 6S 08 b Fach: Mathematik (Kernfach)

Thema: Kurvenuntersuchung ganzrat. Funktionen
Symmeftrie - Nullstellen - Extrema - Wendepunkte

1.) Symmetrie

a) Definieren Sie den Begriff .Punktsymmetrie” in
mathematisch korrekter Form.

Losng:  T(=x) = - 1(x)

b)  Durch welche Eigenschaft kann man eine Punktsymmetrie
bereits in der Funktionsvorschrift erkennen?

Losung: Alle Exponenten sind ungerade.

c) Welche Symmetrie liegt vor? Begriinden Sie Ihre Entscheidung.

0 f(X) = —4X°+2xX+ X¥-1
Lésung: Achsensymmetrie, da gilt: alle Exponenten sind gerade bzw.
fl=x) = f(x)
iy F(x) = -2x'+xX-4x
Losung: Punktsymmetrie, da alle Exponenten ungerade sind bzw. da gilt:

f(-x) = - f(x)
iy F(x) = xz(—0,5x4+3x2+i2j

X
Losung:  T(X) = X (— 0,5x' + 3xX + x‘2) = - 0,58+ 3¢+
=>  Achsensymmetrie, da gilt: f (_ X) = f (X)
i F(x) = =443 mit NN
Losung: f (X) = =M 3" = - 40O 3y

=>  Achsensymmetrie, da gilt: f (_ X) = f (X)



2.) Kurvenuntersuchung
Bestimmen Sie
(i)  die Nullstellen, (ii)  die Monotonieintervalle,
(iii) die Extremwerte (iv)  und die Wendepunkte

bei folgenden Funktionen:

o f(x) = =x+3xX+4%
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Ansatz f( ¥ = - %+3 %+4 % = 0 = §<(— 3<+3i<49 = 0

-3%+,/9-4[- 1[4 -3+5
und >% = \/_2[6 ]) = —

= x = O0[doppel

ﬂ
X = -1 und X = 4



(i) + (iii)
f'(x) = -4xX+9X+8x = X-4C+9¢+8 = 0
-9+4/81+128 _ - & 14,4

= X% =0 und >% =

2(f-4) -8
= x,=2,93 0 x=-0,68
f'(x) = -12X+18x+ 8
= f"(0) = 8>0 = Min(0| Q
= f"(293 = -42,2& 0= Max( 2,93 36)1
= f"(-0,68 = -9,7% 0= Max(- 0,68 0,69

Monotonieintervalle:
,=] —;-0,68] streng monoton steigend
,=|-0,68; 0[ streng monoton fallend

|, =]
1,=]0;2,93[ streng monoton steigend
|, =]

,=]2,93;00 [ streng monoton fallend

(iv)

f'(x) = -12X¢+18+8 = 0
—18++/324+ 384 - 18 26,6
= X = =
% — 24 — 24

- 0,36

= X = 1,86 und x
f"(x) = -24x+18
f"(1,86) # 0 = W/(186 211F

und f"(-0,39 # 0 = W(- 0,36 0,3F



1 )
o (X)) = - X+

Lésung:

——————————————————————————————————————————————————————
—————————————————————————————————————————————————————————

Maximum

——————————————————————————————————————————————————————————

Wendepunkt

Minimum

———————————————————————————————————————————————————————————

Null:stelle |

—————————————————————————————————————————————————————————

0 05 K W5 Nullstell D5

———————————————————————————————————————————————————————————
———————————————————————————————————————————————————————————

(i)
Ansatz f( ¥ = Lz =0 ol -l w> = 0
4 4 4 4
_1+\/1+4 _zllezEl 1+1,5
= u, = = —— => u = -1 und uy = 5
%2 [é 1) 1
2 —— -
4 2



(ii) + (iii)
f'(x) = =xX+2x = X-x*+2) =
= X% =0 und % = +
3

f'(x) = -3xX+2

X2
J2
= f"(0) = 2>0 = Min(O‘gj

= f"(i\/E) = —-4<0 = I\/Iax[i\/_Z‘%j

Monotonieintervalle:

l, :} —00; =2 [ streng monoton steigend
I, = -2 O[ streng monoton fallend

l,=10; J2 [ streng monimn steigend

I, = |20 [ streng monoton fallend

—h
=
X
p
1

—3¢+2 = 0 = X, :J_r\/% :J_r—lﬁs
fr(x) = -6x = f"'(i%ﬁsj £ 0 = W( 1\/_6‘ 183

3.) Steigungen und Tangente(n)

1
Gegeben sei folgende Funktion: f(X) = _5)8"')(2_4
a) Berechnen Sie die Tangente in x = 2 an die Funktion
Losung:
f(x) = Lleixv-a orn f(2) = 8y4a = 8
3 3 3
f'(x) = -xX+2x 008 f(2) = 4-4= 0= m

D‘@D_m”ﬁ_, —% = 02+b = —2
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b)  Anwelchen Stellen hat die Funktion eine Tangente mit

folgender Gleichung: t(X) = Xx+b mit bOO
Losung:
f'(x) = -x¥+2x = 1 OO0~ -X+2x1= 0
-2+41+8
= X, = =1 = x=1
%2 -2

4.) Hoch- und Wendepunkte
a)  Wie lautet die notwendige Bedingung fiir einen Hochpunkt?

Losung:  notwendige Bedingung: f'(X) =0

b)  Nennen Sie die hinreichende Bedingung fiir einen Hochpunkt?

Léosung: hinreichende Bedingung: f'(X) = 0 0O f"(X) < 0

c) Was versteht man unter einem Sattelpunkt?

Losung: Ein Sattelpunkt ist ein Wendepunkt mit der Steigung m = O.

d)  Gegeben sei die Funktion fi (X) = 3% - 4kx+ 2
Zeigen Sie, dass diese Funktion keinen Wendepunkt besitzt.
Ldsung:
f(x) = 3¢-4kx+t2 = {(X = 6x 4k

)
= f"(x) = 6 # 0 = keineWendepunk

5.) .Absatzprobleme"

Wahrend ihrer umfangreichen Reisetdtigkeit mit der Deutschen Bahn AG ist
der Erndhrungs- und Gesundheitsberaterin Kunigunde TschieB-Borger aufge-
fallen, dass ein bemerkenswerter Zusammenhang besteht zwischen der Héhe
h (in cm) ihrer Stockelschuhe und der Wahrscheinlichkeit w(h) dafiir, dass sie
ihren Reiskoffer selbst vom Bahnsteig zum Taxi tragen muss.

Der funktionale Zusammenhang zwischen w und h kann durch folgende Funk-
tion beschrieben werden:

w(h) = L t2_0,16n+ 0,9 mit Ho[ 0;10
100



a)  Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit den Koffer selbst tragen
zu miissen, wenn h die Werte der Intervallgrenzen annimmt?

Lésung:
W(O) = ﬁ)W—O,lG]O*— 0,9= 0,9= 90 %

w(10) = L n¢-o01616 09= 2 16 09= 03 30
100

b) Wie hoch darf die Absatzhohe maximal sein, damit die
Wahrscheinlichkeit hochstens 50 % betrdgt?

Lésung:

L 2 0161+09 < 05 00% L K- 016+ 04< 0
100 100

0,16+./0,0256- 0,016 _ 0,16, 0,0256 0,016 16 0,
h, = = 0
% 2 2 2
100 100 100
h < 129 und h =2 31 = HI[31;1p

Die Losung h; = 12,9 ist nicht im Definitionsbereich.

c) Bei welcher Absatzhcohe ist die Wahrscheinlichkeit, den Koffer
selbst tragen zu miissen, am kleinsten?

Anmerkung: Berechnen Sie auch hier die Wahrscheinlichkeit und zeigen
Sie, dass Thre Losung ein Minimum darstellt.

Losung:
w(h) = —h-016 = 0 = h = 8
50
O SN | |
w"(h) = o = w"(8) = > 0 = Min(8] 0,2§

Auf den ersten Blick scheint sich eine Absatzhohe zu empfehlen, die W minimiert.
Andererseits steigt bei hohen Absdtzen der Arger (&), der immer dann entsteht,
wenn sie den Koffer doch einmal selbst tragen muss: Je héher der Absatz, desto
drgerlicher das eigenhdndige Koffertragen.

. 3y 1 .
Die zugehérige Argerfunktion lautet daher:  &(h) = Zh+l mit hO[0;1d

Daraus kann sich Kunigunde nun ihren Gesamtfrust (g) ausrechnen, der sich als



Produkt aus der Wahrscheinlichkeit, den Koffer selbst tragen zu miissen, und

dem Arger ergibt: g(h) = w(h) * d(h)
d)  Zeigen Sie, dass der funktionale Ausdruck fiir g(h) folgende Form annimmt:
g(h) = L3 el
400 100 200 1
Losung:
w(h)&(h) = (i H -0,16h+ 0,9}[&3 ht g
100 4
= e lw- 2t ooten o0 = LA-2 fe B o
400 100 100 40 400 100 200

e) Welche Absatzhohe wiirden Sie nun Frau TschieB-Burger zukiinftig
empfehlen, damit der Gesamtfrust g(h) moglichst gering ausfallt?

Anmerkung: Berechnen Sie auch hier den Gesamtfrust und zeigen
Sie, dass Thre Losung ein Minimum darstellt.

Lésung:
g,(h)=3_6h13=0
400 100 200
6 . 36 4D3 D13
_ 100V 10.000 400 200 _ 0,06+,/0,00165 _ 0,06 0,C
= h, = = = 2= v
% 3 3 3

200 200 200
— h = 6,708 und h = 1,292

3 6

"(h) = — h—-——

a"(h) 200 100

’ 3 6

= 9"(1,292 = ——M292— < - 0,0406= Max
200 100

= 9"(6,709 = 3 6,708-> < 0,0406= Min
200 100

Gesamtfrust

g(6,708 = —D6 708—5056 708 2 e, 7018—90 = 0,7407

200



Allgemeine Frage: Ist es ethisch und tiefenpsychologisch vertretbar
und im Rahmen emanzipatorischer Uberlegungen sinnvoll einer Frau
den Koffer zu tragen?

6.) Mathematische Fragestellungen und Argumentation

Problem 1: Was versteht man unter einer doppelten Nullstelle und welche
beiden Aussagen lassen sich dabei iiber eine Funktion machen?

Lésung:

Bei einer doppelten Nullstelle beriihrt der Graph der Funktion nur die x-Achse,

daher liegt an dieser Stelle immer auch ein Hoch- oder Tiefpunkt.

Problem 2: Erkldren Sie, warum zwischen zwei relativen Extremwerten immer
mind. ein Wendepunkft liegen muss.

Lésung:

Zwischen zwei relativen Extremwerten muss ein Wechsel im Krimmungsverhalten
vorliegen - entweder von Links- nach Rechtskriimmung oder umgekehrt; da sich am
Wendepunkt das Kriimmungsverhalten entsprechend dndert, muss zwischen den

relativen Extrem mind. ein Wendepunkt liegen.

Problem 3: Warum kénnen die zwei Tiefpunkte einer Funktion unterschiedliche
Funktionswerte besitzen?

Lésung:

Da es sich immer um relative Extrema handelt, sind es Hoch- oder Tiefpunkte in
Relation zu ihrer Umgebung, daher ist es mdglich dass sich die Funktionswerte der

Tiefpunkte in einigen Stellen unterscheiden.



