Musterlésung 11. Jgst. 4. Klassenarbeit Datum: 09.06.2010

Klasse: BGY 6S 09 b Fach: Mathematik (Kernfach)

Themen:  Ganzrat. Fkt.; Kurvendiskussion; Exponentialfunktionen

1.) Kurvenuntersuchung

Bestimmen Sie bei der folgenden Funktion
f(x) = x*-3x*+2
a) Nullstellen
Lésung: XX = =-0,73 A X, =1 A X = 2,73

b) Extremwerte

Lésung:  HP(0]2) A TP(2]|-2)

c)  Wendepunkte
Losung: WP (1 | 0)

d) Skizze der Funktion




e) Monotonieintervalle

I, = ]-o;0[ streng monoton steigend
Lssung: I, = ]0;2[ streng monoton fallend
l, = ] 2 ;0 [ streng monoton steigend

f)  Krimmungsintervalle
K, = ]-o;1[ Probe: f"(0)=—6 — Rechtskrimmung
Losung: K, = ]1;0[ Probe: f"(2)=6 — Linkskriimmung

9) Bestimmen Sie die Tangente der Funktion an der Stelle x = 1.

Lssung:  t(X) = —3x+3 [=Wendetangente]

h) Zeigen Sie, dass die Extremwerte und der Wendepunkt auf
einer gemeinsamen Geraden liegen.

Bestimmen Sie hierbei auch die Geradengleichung.

Losung:
g(x) = —-2x+2 [=Gerade zwischen HP und TP]
Punktprobe Wendepunkt :
g (1) = -21+2 = 0

i) Die Gerade h verlduft durch den Punkt S (0 / 7) und schneidet
die Funktion an der Stelle x = -1.

Zeigen Sie: Die Gerade ist eine Tangente an die Funktion,
d.h sie beriihrt die Funktion an der Stelle x.

Losung:
h(x) = 9x+7
— Steigung bei x = -1 berechnen
frix) = 3x*-6x — f'(-1) = 9
— Gerade h(x) ist eine Tangente an die Funktion



2.) Ganzrationale Funktionen mit Parameter

3 4 3
a) Die Funktion Tk (x) = ZX —2K$ 5ol zwei Wendepunkte besitzen.
Bestimmen Sie die Wendepunkte in Abhdngigkeit von k.
Losung:

f'"(x) = 9x*-12kx = 0 - x =0 A xzzgk

f,"(x) = 18x-12k = 0
> £,"(0) = -12k = 0 — WR(0]0) mitk=0

BN fk"'(%kj = 18%k—12k = 12k £ 0

— WP, ik‘—%kd' mitk #0
3 27
1 3 2
b)  Die Funktion g(x) = _gax +DbX" soll einen Extremwert
4
bei P(2 ‘ Ej besitzen.

(i)  Wiesind a und b zu wdhlen und welche Art von Extremum
liegt vor?

(ii)  Die Funktion besitzt fiir b # O noch einen weiteren Extremwert.
Bestimmen Sie die Koordinaten und die Art des Extremums.

Losung:
") 9(2) = —%a+4b B % — a=2 und b=1
I1.) g'(2) = -2a+4b = 0
- gx) = —%x3+x2
- g'(x) = -x*+2x = 0 > x=2 und x,=0
- g"'"x) = -2x+2 —» g"(2) = -2 < 0 > HP(Z‘Q

Zweiter Extremwert :
- g'(x) = -x*+2x = 0 > TP(0|0)



3.) Mathematische Erkldrungen und Definitionen

a)

Losung:

b)

Losung:

Losung:

Was ist ein Sattelpunkt?

Ein Sattelpunkt ist ein Wendepunkt mit der Steigung m = 0.

Wie lautet die hinreichende Bedingung fiir einen Wendepunkt.

f'"(x) = 0 A f"(x) = 0

Erldutern Sie die beiden moglichen Vorgehensweisen zur Ermitt-
lung eines Extremwertes einer Funktion.

Vorgehensweise 1:

f'ix) = 0 A f"(x) = 0
Falll: f"(x) > 0 — Minimum
Fall2: f"(x) < 0 — Maximum

Vorgehensweise 2:

d)

Losung:

Losung:

Untersuchung der Steigung in der Umgebung der Stelle x,
f'(x) = 0 A f'(x+te) mitVorzeichenwechsel

Wie viele Extremwerte kann eine ganzrationale Funktion
vom Grad n = 3 maximal haben? Begriindung!

Maximal zwei Extremwerte, weil die 1. Ableitung den Grad n = 2 besitzt.

Zeigen Sie, dass eine ganzrationale Funktion vom Grad n = 3
immer genau einen Wendepunkt besitzt?

f(x) = at+bx®+cx+d : f'(x) = 3ax’+2bx+c
f'"(x) = 6ax+2b = 0 > x = _b
3a

f"(x) = 6a = 0 — xist Wendestelle.



4.) ,Absatzprobleme"

Wadhrend ihrer umfangreichen Reisetdtigkeit mit der Deutschen
Bahn AG ist der Erndhrungs- und Gesundheitsberaterin Kunigunde
TschieB-Borger aufgefallen, dass ein bemerkenswerter
Zusammenhang besteht zwischen der Hohe h (in cm) ihrer
Stockelschuhe und der Wahrscheinlichkeit w(h) dafiir, dass sie
ihren Reiskoffer selbst vom Bahnsteig zum Taxi tragen muss.

Der funktionale Zusammenhang zwischen w und h kann durch
folgende Funktion beschrieben werden:

w(h) = ih2—0,16h+0,9 mit he[0;10]
100

a)  Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit den Koffer selbst tragen
zu miissen, wenn h die Werte der Intervallgrenzen annimmt?

Losung:
W(O) = ﬁ-02—0,16-0+0,9 = 09 = 90%

w(10) = i-102—0,16-1O+0,9 = 1-16+0,9 = 0,3 = 30%
100

b) Bei welcher Absatzhaohe ist die Wahrscheinlichkeit, den Koffer
selbst tragen zu miissen, am kleinsten?

Anmerkung: Berechnen Sie auch hier die Wahrscheinlichkeit und zeigen
Sie, dass Ihre Losung ein Minimum darstellt.

Losung:

w'(h) = %h—0,16 -0 = h

Il
oo

w'h) = — = w'(8) = % > 0 = Min(8|0,26)

Auf den ersten Blick scheint sich eine Absatzhshe zu empfehlen,
die W minimiert.

Andererseits steigt bei hohen Absdtzen der Arger (d), der immer
dann entsteht, wenn sie den Koffer doch einmal selbst tragen
muss: Je hoher der Absatz, desto drgerlicher das eigenhdndige
Koffertragen.

. 1 .
Die zugehérige Argerfunktion lautet daher: 8(h) = Zh+1 mit he[0;10]



Daraus kann sich Kunigunde nun ihren Gesamtfrust (g) ausrechnen, der sich als
Produkt aus der Wahrscheinlichkeit, den Koffer selbst tragen zu miissen, und
dem Arger ergibt: g(h) = w(h) * a(h)

c)  Zeigen Sie, dass der funktionale Ausdruck fiir g(h) folgende Form annimmt:
g (h) — ihg _ihz +£h+i
400 100 200 10

Losung:
w(h)-a(h) = (ih2—0,16h+0,9j-(£h+1J
100 4
_ 1 h® + L h? — 4 h2—0,16h+ih+0,9 _ 1 h®— 3 h? + 13 h+0,9
400 100 100 40 400 100 200

d)  Welche Absatzhohe wiirden Sie nun Frau TschieB-Burger zukiinftig
empfehlen, damit der Gesamtfrust g(h) moglichst gering ausfdllt?

Anmerkung: Berechnen Sie auch hier den Gesamtfrust und zeigen
Sie, dass Ihre Losung ein Minimum darstellt.

Losung:
g'(h) = —n-2p, 2 g
400 100 200
6 ,[3 _, 3 13
100 V10.000 400 200 0,06+,/0,00165 0,06+0,04
= hy = 3 B 3 B 3
2

200 200 200
— h = 6708 und h, = 1,292

3, 6
n h — _h__
9'(M = 266" 100
,, 3 6
= 9"(1,292) = —=--1,292-—— < -0,0406 = Max
200 100
~ g"(6,708) = —>6,708-— < 0,0406 = Min
200 100

Gesamtfrust :

g(6,708) = —~ 6,708 ——> 6,708+ > 6,708+ = 0,7407
400 100 200 10



5.) Exponentialfunktionen

Im Jahre 1790 brachte ein englisches Schiff 29 Schafe nach
Australien. Die Tiere fanden gute Lebensbedingungen vor und
hatten dort keine natiirlichen Feinde.

Im Jahr 1950 schdtzte man die Zahl der in Australien lebenden
Schafe auf 153.000.000.

(i)  Wie lautet der Wachstumsfaktor p?

160
Losung: 153.000.000 = 29.(14_%] —> p = 10,15

(i)  Wann wurde die Millionengrenze iiberschritten, wenn man
exponentielles Wachstum voraussetzt?

Lésung: 1.000.000 = 29-1,1015' — t = 108[Jahre]

(iii)  Wie viele Schafe miissten heute in Australien leben?

Losung:
f(t) = 29.1,1015'

- f(t) = 29-1,1015"° = 5,076-10° = 50.763.493.432,1

Vor kurzem erschien allerdings folgender Artikel:

Australien: Weniger Wolle, mehr Fleisch

Bonn - Die Produktion von Schaffleisch und Wolle ist ein traditioneller
Schwerpunkt der australischen Landwirtschaft. Die hochste Anzahl an
Schafen besalR Australien im Jahre 1970. Damals wurden 180 Millionen
Tiere gezahlt, heute sind es dagegen nur noch knapp die Hélfte.

Der Einbruch der Wollpreise auf dem Weltmarkt in
den frihen 90er Jahren hatte in Australien eine
starke Dezimierung der Schafherden und damit der
Wollproduktion zur Folge.
Wahrend sich die Wollproduktion in den letzten 20
Jahren um rund 40 Prozent verringerte, legte die
Erzeugung von Lammfleisch im gleichen Zeitraum

um uber 30 Prozent auf fast 400.000 Tonnen zu.

Australien produziert fast ein Drittel der gesamten Welt-Rohwolle. Die auf dem
Kontinent erzeugte Ware von tber 450.000 Tonnen geht nahezu vollstandig in
den Export. Die gro3ten Abnehmer sind China, die EU und Indien.



(iv)

Losung:

v)

Losung:

Bestimmen Sie die Wachstumsfunktion der Schafpopulation in
Australien ausgehend vom Basisjahr 1970 auf der Basis des Artikels.

40
90.000.000 = 180.000.000-(1+%j S5 p = -1,7179

Beurteilen Sie aus diesem Beispiel die Aussagekraft von expo-
nentiellen Wachstumsfunktionen bzw. - modellen und machen Sie
Vorschldge fiir eine Verbesserung derartiger Modellannahmen.

freie Antwort
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