Ubungen zur Wollsténdigen Induktion

Diese wahren Sdtze konnen alle mit Hilfe der vollstdndigen Induktion bewiesen werden.

Satz 1:

Losung:

Schritt 1:

Schritt 2:

Satz 2:

Losung:

Schritt 1:

Schritt 2:

Satz 3:

Losung:

Satz 4.

Losung:

Schritt 1:

Schritt 2:

n—n+l

— 2

= 2n°+n+4n+3

n(n+1)
2

1+2+3+...+n =

e 11+1
TA: > (2 ) _ 1

LA erfilllt.

n(n+1)

n—n+l

— et s 14243+ +n+(n+1) = +(n+1)

(n+1) ausklammern

LS n(n+1)+2(n+1)

(n+1)(n+2)
N 2 N 2

2+4+6+..+2n = n(n+)

IA: /5 1(1+1) = 2 I.A. erfiillt.

n—n+l

o o 24446+ +2n+2(n+1) =

IS.. (n+1) ausklammern

= (n+1)(n+2)

n(n+1)+2(n+1)

a+2a+3a+..+ha = a*w furallea e R

a ausklammern; danach wie bei Satz 1 vorgehen.

3+7+11+..+(4n-1) = 2n%+n

IA: —t s 21241 = 3 I.A. erfiillt.

IS

3+7+11+..+(4n-1)+[4(n+1)-1] = 2n’+n+[4(n+1)-1]

Zerlegung

Binom
= (2n%+4n+2)+(n+) = 2(+D°+(n+1)



Satz 5: 1+3+5+..+(2n-1) = n?

Losung:
Schritt1: TA: ——— 17 =1 LA, erfiillt.
Schritt 2: I.S.:
— =l s 143+45+4..+(2n-1)+[2(n+1)-1] = n?+[2(n+1)-1]
ausmultiplizieren Binom
- n+2n+2-1 = (n+1)7?

Satz 6: 2+4+8+ . .+2" = 2(@2"-1)

Losung:
=1 1
schritt 1: T.A: ——=—> 2(2'-1) = 2 LA. erfiillt.
— oy 24448+, 4+2" 42 = 2.(2"-1) 42
ausmultiplizieren 1. Potenzgesetz
— 2 . 2n . 2 + 2(n+1) — 2n+1 . 2 + 2(n+1)
Schritt 2: I.S.:
zusammenfasen "2" ausklammern
— 2_2n+1_2 — 2_(2n+1 —l)
Satz7:  1+5+25+ . +5" = 5T_1
Losung:
n=l 51 _1 _ 1
Schritt1: T.A: 7 4 - I.A. erfiillt.
Schritt 2: I.S.:
5” -1 Hauptnenner 5” ~1)+4. 5”
1o s 1454254, +5" 45" = T+5n = ( )4

zusammenfassen 5 . 5” _ 1 1. Potenzgesetz 5n+1 _ 1

4 4



no_ qn+1_1

Satz 8: 1+q+q°+..+q" = o] fiir alle g € R\{1}
Losung:
Schritt 1: I.A.
1+1 2 3. Binom U
el q -1 q -1 0 (q_l)(q _|_1) kiirzen
q-1 q-1 q—1 q I.A. erfiillt.
Schritt 2: I.S:
n+l_ Hauptnenner 1l _1 “lig—1
n—n+l 1+q+q2+m+qn+qn+1 — q l+qn+l — q +q (q )
q-1 q-1
ausmultiplizieren qr1+1 1+ qn+2 _ qn+1 zusammenfassen qn+2 -1
- q-1 - q-1

nin+1) (n+2)

Satz 9: 1*2+2*3+3%4+ . +n(n+1) =

3
Losung:
o 1:(141)-(1+42)
Schritt 1: I.A: 7 3 = 2 I.A. erfiillt.
Schritt 2. I.S.

—noml v 1.2+42-3+34+...+n-(n+1)+(n+1)-(n+2)

B n-(n+1;'(n+2)+(n+1)-(n+2)

Haupnemner . (n+1)-(n+2)+3(n+1)-(n+2)
3
awsammenfassen (N +3)-(n+1)-(n+2) averden  (n+1)-(n+2)-(n+3)

3 3




Satz 10: 1+22+3%2+ _+n? = n(n+1) (2n+1)

6
Losung:
o 1.(1+1-(2-1+1) 1-2-3
Schritt1: I.A. > = —— =1 I.A. erfillt.
6 6
Schritt 2: I.5:

Heupmener 1. (n41)-(2n+1)+6(n+1)°  asdammern  (n4+1).[n-(2n+1)+6(n+1)]

= 5 5
ausmultiplzieren () 7). [2n2 7N+ 6] Linearfaktorzerlegung (1 +1).(n+2)-(2n+3)

6 6

Satz 11 1+32+52+ _+(2n-1)2 = n(2n-1) (2n+1)

3
Losung:
o 1:(2:1-1)-(2:141) 1.1-3
Schritt 1  I.A. 4 3 = 3 = 1
I.A. erfiillt.

Schritt 2 I.S.
_nond 1252, 1 (2n-1) +[2(h+D)-1]" = n(2n—2(2n+D4(2n+1f

Hauptienner n(2n-1) (2n+1)+3(2n +1)2 ausklzfmern (2n+1).[n (2n_1)+3(2n +]_)]

3 3
ausmulti_plizieren (2n+1),[2n2 +5n+3] Linearfakto_rzerlegung (n +1)(2n+1)(2n+3)
3 3

Satz12:  1-22+3%-4%+ +(-1)"'n* = (—1)“”(n;1)

Losung:



[EEN

) L1 .
Schritt1: T.A: —=> (-1)"- = (—1)0-7 = 1 LA erfillt

Schritt 2: I.S5:
oy 1224 A (-1)" P+ (-1) - (n+D)’

- (_1)“1-”(r‘2+1)+(—1)”-(n+1)2

Hauptnenner 1 N (n _|_]_) + (— 1) . 2(n +1)2

= :

ausklammern (_1) N1 .(n +1) n —2(n +1)

2
zusammenfassen n -1 (n_|_2) N n+1 .(n_|_2)
= (-1) 1-(n+1)-( ) = (-1) ( )2
Satz13:  1+2°+3%+ .. +n® = w
Losung:

. n=1 I @+D)° _ 1-4 _ 1 "
Schritt 1: I.A. 7 4 4 I A. erfillt.
Schritt 2. I.S.

2 2
oty 142843 40t +(n+l) = ! (n4+1) +(n+1)°
Haupt_nenner n2 (n_|_1)2 +4(n+l)3 auslemern (n+1)2 n2 +4(n+1)
= 2 = .
. . 2 2
ausmulu:plmeren (n+1)2 ' n2 +jn+4 1. B|:nom (n _|_1) 4(n_|_2)



Satz 14:

2" 2"
Losung:
=05 2 LI 1

Schritt1: I.A: _? - I.A. erfillt.
Schritt 2. I.S.

n—n+l 1 1 1 1

E 1+_+_+ +_n n+1 = __n n+1 =
2 2 2 2
Zi” ausklammern 1 1 1 1 zusammenfassen
= 2+—(—1+—j = 2+— (——J =
2" 2" 2
Satz 15: i+ L + 1 +..+ ! =
1.2 2.3 34 7 n(n+l)  n+l
Losung:
| 1
Schritt 1:  I.A. 7 141 = 5 I.A. erfiillt.
Schritt 2. I.S.
1 1 1 1 1
oy ..+ +
1.2 2-3 34 n(n+1) (n+1)(n+2)
n 1 Hauptnenner n(n_%2)+1
—_— + —
n+1l (n+1)(n+2) (n+1) (n+2)
ausmultiplizieren nZ +2n+1 1. Binom (n +1)2

(n+1) (n+2)

(n+1) (n+2)

kiirzen

(n+1)

(n+2

)



1.1 1 1 n

Satz 16: + + + ot
1.3 35 57 7 (2n-1)(2n+1) 2n+1

Losung:

Schritt 1: LA > 2.1+1 é I.A. erfiillt.

Schritt 2. I.S.
ESEEN + L + L Fot L + 1
1.3 3.5 5.7 (2n-1)(2n+1) (2n+1)(2n+3)
n 1 Hauptnemner (20 +3) +1

2n+1l (2n+1)(2n+3)  (2n+1)(2n+3)
ausmultiplizieren on? + 3n+1 Linearfaktorzerlegung (n _|__’]_) (2 n+ 1) kUEen (n .|_]_)

(2n+1) (2n+3) - (2n+1) (2n+3) (2n+3)

1 1 1 1 n

Satz 17: 1.4+4.7+7.10+'"+(3n—2) (3n+1) 3n+1

Losung:

Schritt 1:  T.A: > 3141 2 LA. erfiillt.

Schritt 2: I.S.

nona 1 + 1 + L ot 1 + 1
1.4 4.7 710  (3n-2)(3n+1) (3n+1)(3n+4)
n 1 Hauptnenner n (3 n+ 4) +1

3n+1 (3n+1)(3n+4)  (3n+1)(3n+4)
ausmultiplizieren 3 n2 +4n+1 Linearfaktgzerlegung (n +1) (3 n +1) kiirzen (n +1)

(3n+1) (3n+4) - (3n+1) (3n+4) (3n+4)



Satz 18: 1+2+22%24+ +2" = 2™ 1

Losung:
Schritt1: LA: ——— 2°%-1 = 2-1 =1 LA. erfiillt.
Schritt 2: I.S.
n—n+l 2 n n+l n+1 n+1
> 1+2+42°+..+2 +2 = 27 -1+2
zusammenfassen 1. Potenzgesetz
. 2_2n+1 _1 . 2n+2 _1

Satz 19: 9" -1 ist durch 8 teilbar.

Losung:
Schritt1: LAz ———> 9'—1 = 8 LA. erfiillt.
Schritt 2. I.S.
ond g = 9.9 -1 = 9.9"-119 0
> = =
zusammenfassen ausklammern

- 9.9" - 9+8 = 9-(9”—1)+8

Erkldrung: 9" —1 ist durch 8 teilbar (T.A.): das Neunfache davon ja auch;
die Addition mit 8 fiihrt ebenfalls zu einer durch 8 teilbaren Zahl!

Satz 20: 32"-1 st durch 8 teilbar.

2
Ldsung: vgl. Satz 19; da 3" =9 gilt.



Satz 21: 9™ -1 st durch 4 teilbar.

Losung:
Schritt1:  I.A: —r= s 91 = 80 —*>» 20 I A. erfillt.
Schritt 2: I.S.
Erganzung
n—n+l N 9n+2 _1 — 9.9n+1_1 — 9.9n+1_1_|_9_9
zusammenfassen ausklammern
= 9-9™-9-1+9 = 9(9™-1)+8

Erkldrung: 9™t -1 ist durch 4 teilbar (I.A.); das Neunfache davon ja auch;
die Addition mit 8 fiihrt ebenfalls zu einer durch 4 teilbaren Zahl!

Satz 22: n® -n ist durch 6 teilbar.

Losung:

Schritt: TA: ——— 1'-1 = 0 L.A. erfiillt.

Schritt 2. I.S.

—2m s (n+1) —(n+1) = n°+3n°+3n+1-n-1 = (n’-n)+(3n°+3n)

(n3 - n)ist laut I.A. durch 6 teilbar.
(3n2 +3n) = 3(n2 + n)

— n’+n muss gerade sein; denn 3-"gerade Zahl" ist durch 6 teilbar.
Beweis:

Fall 1: n gerade: n =2k
e s (k) +2k = 4k’+2k = 2(2Kk%+k)

— n*+nistgerade
Fall 2: nungerade: n = 2k+1

n=2k+1

n>+n —n=&d (2k+1)2+2k+1 = 4k®+4k+1+2k+1 = 4k*+6k+2
= 2(2k*+3k+1) — n’+nistgerade



Satz 23: 3n2+15n+6 istdurch 6 teilbar.

Losung:
Schritt1: I.A.: =, 3-1°+15-1+6 = 24 I.A. erfillt.
Schritt 2. I.S.:

=2ty 3(n+1) +15(n+1)+6

= 3n°+6n+3+15n+15+6 = (3n2+15n+6)+(6n+18)
(3n® +15n+6 ist laut I.A. durch 6 teilbar.
(6n+18) = 6(n+3) istimmer durch 6 teilbar.

Satz 24: n(n+1)(n+5) istdurch 6 teilbar.

Losung:
schritt: TA: ——> 1.(1+1)(1+5) = 1.2:6 = 12 14 erfiillt
Schritt 22 I.S.

n—n+l

—=2= 5 (n+1)(n+2)(n+6)

= n’+9n°+20n+12 = (n®+6n°+5n)+(3n*+15n+12)
(n®+6n”+5n)ist laut I.A. durch 6 teilbar.
(3n°+15n+12) = 3(n*+5n+4) istimmer durch 3 teilbar.

— n®+5n+4 muss gerade sein; denn 3-"gerade Zahl" ist durch 6 teilbar.
Beweis:

Fall 1: ngerade: n =2k
n+5n+4 —"=% (2k)2+5-2k+4 = 4k®*+10k+4 = 2(2k2+5k+2)

— n°+5n+4 ist gerade
Fall 2: nungerade: n = 2k+1

n?+5n+4 —"22 5 (2k41)"+5.(2k+1)+4 = 4k>+4k+1+10k+5+4
= 4k*+14k+10 = 2(2k*+7k+5) — n’+5n+4 ist gerade



Satz 25: n® +5n istdurch 3 teilbar.

Losung:

=1 3
Schritt1: LA: ——> 1’451 = 6 LA. erfiillt.
Schritt 2: I.S.

nond (n+1)3+5(n+1)
= n*+3n°+3n+1+5n+5 = (n3+5n)+(3n2+3n+6)
(n®-+5n)ist laut I.A. durch 3 teilbar.

(3n2 +3n+ 6) - 3(n2 N+ 2) ist immer durch 3 teilbar.

Satz 26:  Die Summe von drei aufeinanderfolgenden Kuben ist durch 3 teilbar.
Oder: n® +(n+1)* +(n+2)? istdurch 3 teilbar.

Losung:
Schritt1: T.A: ———> 1T+2°+3 = 36 LA. erfiillt.
Schritt 2. I.S.
3 3 3
—2r 5 (n+1) +(n+2) +(n+3)

= (n+1) +(n+2)

) +n°+9n° +27n+27
_ [ +(n+1)°+(n+2 )J+(9n2+27n+27)
[n +(n+1 n+2)3 ist laut I.A. durch 3 teilbar.

(9n2+27n+27) - 3(3n2+9n+9) ist immer durch 3 teilbar.



Satz 27: g + n? + % ist eine natiirliche Zahl.
Losung:
o 1.0 T 1,11 .
. 1: . .: _— _— — = —_— —_— —_— p— ) ) .o )
Schritt IA > 6 2 3 6 2 3 I.A. erfillt
Schritt 2. I.S.

2 3
n—n+l N n+1+(n+l) +(n+1)
6 2 3
n+l n*+2n+1 n®+3n*+3n+1

= + +
6 2 3
n. 1 n? 2n+1 n® 3n?+3n+1
= —+ 4 +—+
6 6 2 3 3
n. n? n3 1 2n+1 3n°+3n+1
= | —+—+— |+| =+ +
6 2 6 2 3
2

3
E+n— — | ist laut I.A. eine natlrliche Zahl.
6 2 3

umordnen

—_ _I_ —
6 2 3 2 3
zusammenfassen

= 1+n+n’+n = 1+n?+2n istauch eine natiirliche Zahl.

kiirzen

[1 2n+1 3n2+3n+1j afteien 11 1 2n 3n2+3n
+ 6+§+§+ +

Satz 28: 2" > n+1

Losung:

-1 1
Schrittl: TA: ——> 2 =2 > 141=2 T.A. erfiillt.
Schritt 2: I.S.:

A\ 4

n—n+l 2n+1 — 2n2 > (n+1)2

= 2n+2 > n+2 = (n+1)+1



Satz29: (1+a)" > 1+na firallea>-1
Losung:

=1 1
schritt1: Ta: ———> (1+a) =1+a > 1+l-a=1+a 1A erfillr

Schritt 2. I.S.

—rond y (1+a)™ = (1+a)'-(1+a) > (1+n-a)-(1+a)
ausmultiplizieren

— (1+n-a)+a(l+n-a)

ausmultiplizieren na? >0

= (1+n-a)+a+na®* > (l1+n-a)+a = 1+(n+l)a

Sdtze 30 - 32 sind noch nicht ausgearbeitet.

In dringenden Fdllen einfach mailen ;-))

Satz 33: i[Sx(x+2)] = %n(n+l)(2n+7)
x=1

Losung:

Schritt1: I.A: I.A.erfillt.

B 21:[3x(x+2)]:3-1(1+2):9 = =:1(1+1)(2-1+7)=9

1
2
Schritt 2. I.S.

n+1

o XZ;[Sx(x+2)} = §[3X(X+2)J + [3(”+1)(”+3)]
_ -%n(n+4)(2n+7) + [3(n+1)(n+3)]
- %(n+l)[2n2+7n + 6n-+18]

ausklammern 1 Linearfaktorzerlegung

= E(n+1)[2n2+13n+18] = %(n+l)(n+2)(2n+9)



Satz 34:  0*1*2 + 1*¥2*3 + 2*3*4 + _+ (n-1)*n*(n+1) = z(n?+n)*(n®+n-2)

Losung:

e 1
Schritt1: TA: —— Z(lz+1)(12+1—2)=0 = 0 14 erfillt.
Schritt 2. I.S.

n—n+l

——"=- Berechnung von linker Seite:
0-1-2+1-2-3+...+(n-1)-n-(n+1)+n-(n+1)-(n+2)
- %(nz+n)(n2+n—2)+n-(n+l)-(n+2)
- %(nz+n)(n2+n—2)+n-(n+l)-(n+2)
e %(n2+n)[(n2+n—2)+4(n+2)] e %(n2+n)(n2+5n+6)
ausmulti:plizieren 1 n4+6n3 +11n2+6n
4
Berechnung von rechter Seite:
%[(nﬂ)z+n+1}[(n+1)2+n+1—2] = %[(nﬂ)z+n+1}[(n+1)2+n—1}

= %[nz+2n+1+n+1][n2+2n+1+n—1J = %[n2+3n+2][n2+3n]

= %[n“ +6n° +11n% + Gn]



Satz 35:  1*2*3 + 3*4*5 + _+ (2n-1)*2n*(2n+1) = n(n+1)*(2n? + 2n-1)
Losung:

Schritt 1: LA: ——> 1(1+1)(2-12+2-1—1)=6 = 1-2:3=6 1A erfiillt.

Schritt 2: I.S.

n—n+l

——"= Berechnung von linker Seite:
1.2:3+2-3-4+...+(2n-1)-2n-(2n+1)+(2n+1)-(2n+2)-(2n +3)
= n(n+1)(2n° +2n-1)+(2n+1)-(2n+2)-(2n+3)

ausklammern

- (n+1)[n-(2n2+2n—1)+(2n+1)-2-(2n+3)]

zusammenfassen

- (n+1)[(2n3+2n2—n)+(4n+2)-(2n+3)]

ausmultiplizieren

= (n+1)[2n3+2n2—n+8n2+16n+6]

zusammenfassen

= (n+l)[2n3+10n2+15n+6] = 2n*+12n°*+25n*+21n+6

Berechnung von rechter Seite:

(n +1)(n+2)[2(n+1)2 +2n+2—1} = (n2 +3n+2)(2n2 +6n+3)

= 2n*+12n®+25n*>+21n+6

Satz 36:  Eine n-elementige Menge hat genau 2" Teilmengen.
Losung:
Schritt 1. T.A:

—=2 > 2t =2[Teilmengen] — Qund D 1A erfillt.

Schritt 2: I.S.

Es gibt eine Menge M, die To nicht enthdlt und die Mdchtigkeit n hat. Nun fiigt man ein
Element o zu M hinzu und erhilt die Menge 4 == M U {zolund Al =n +1

Jede Teilmenge T' C A enthdlt also entweder o oder kein o,

Nach Konstruktion von A ist klar, dass jede Teilmenge, die o nicht enthdlt, eine

Teilmenge von M ist. Und davon gibt es nach Induktionsvoraussetzung genau 2.



Alternative:

Sei M eine n-elementige Menge, und sei m ein beliebiges Element aus M. Es gibt zwei
Sorten von Teilmengen von M: Solche, die m enthalten, und solche, die m nicht
enthalten.

Die Teilmengen von M, die m nicht enthalten, sind genau die Teilmengen von M\{m};
davon gibt es nach Induktion genau 2" viele.

Fiir jede Teilmenge M', die m enthdlt, ist M"\{m} eine Teilmenge von M\{m} und
umgekehrt. Also gibt es auch hiervon 2" Stiick.

Insgesamt gibt es also 2"+ 2" = 22" = 2™! Teilmengen von M.

Satz 37:  2*n® > (n+1)? istgqiiltig vV n e N mit n> 3
Losung:

Schritt 1:  I.A. —=5 2.3=18 > (3+1)2:16 I.A. erfiillt.

Schritt 2: I.S.

ol 2.(n+1)" = 2n?+4n+2 > (n+1) +4n+2

> n“+2n+1+2n+2n+2

>
znzl nN“+2n+1+2n+1+2 = (n+2)2
Satz 38: 2" > n? istgiltig V neN mit n>5
Losung:
Schrittl: T.A: ———> 2°=32 > 5°=25  TA erfillt
Schritt 2: I.S.

n?>2n+1

ol oM = M2 > np?2 > npP42n+l = (n+l)



Satz 39: 8"-1 st durch 7 teilbar.

Losung:
Schritt1: T.A: ———> 8 -1 = 7 LA, erfiillt.
Schritt 2. I.S.:
Erganzung
n—n+l N 8n+1_1 — 8.8"1 — 8.8"_-1+8-8
zusammenfassen ausklammern

= 8-8"-8+7 = 8(8-1)+7

Erkldrung: 8" —1 ist durch 7 teilbar (I.A.); das Achtfache davon ja auch;
die Addition mit 7 fiihrt ebenfalls zu einer durch 7 teilbaren Zahl!



